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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 050931:
Beweisen Sie die folgende Behauptung!

Jede nicht durch 9 teilbare (ganzzahlige) Quadratzahl 148t bei Division durch 3 den Rest 1.

Aufgabe 050932:

a) Konstruieren Sie das Dreieck AABC, wenn «, a und s. gegeben sind! Dabei bedeutet o das Maf} des
Winkels <C AB, a die Lange der Seite BC und s, die Lédnge der Seitenhalbierenden C' D, wobei D der
Mittelpunkt der Seite AB ist.

b) Beschreiben und diskutieren Sie die Konstruktion!

Aufgabe 050933:
Die positive ganze Zahl = ende auf die Ziffern a und b (in dieser Reihenfolge).

Man ermittle alle geordneten Paare (a, b), fiir die 22 auf dieselben Ziffern a und b (auch in bezug auf die
Reihenfolge) endet!

Aufgabe 050934:
Man ermittle fiir die reellen Zahlen a und b, a # 0, die dem Betrag nach kleinere Losung der Gleichung

2% 4 2ax — b2 = 0.

Aufgabe 050935:

In dem Parallelogramm ABCD sei AB = CD = a, BC = AD = b, (a > b) und AE = h,, wobei E der
Fuipunkt des vom Punkt A des auf die Seite C'D bzw. ihre Verldangerung gefillten Lotes ist. Ferner sei eine
Kreisscheibe mit einem Radius der Lénge r gegeben. Der Mittelpunkt der Kreisscheibe durchlaufe sémtliche
Seiten des Parallelogramms.

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche F', die von der Kreisscheibe iiberstrichen wird!

Aufgabe 050936:

Eine Mutter stellt ihren drei Kindern Jiirgen, Renate und Christine eine Schiissel mit Kirschen auf den
Tisch mit dem Bemerken, daf sich jeder nach der Riickkehr ein Drittel der Kirschen nehmen méoge.

Jiirgen, der als erster nach Hause kommt, nimmt sich, da die Zahl der Kirschen nicht durch 3 teilbar ist,
zunéchst eine Kirsche und dann von den Restlichen den dritten Teil.
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Als Renate heimkommt, meint sie, die erste zu sein. Sie nimmt sich, da die Zahl der Kirschen nicht durch
drei teilbar ist, zunéchst zwei Kirschen und von den Ubrigen den dritten Teil.

Auch Christine glaubt, als sie heimkehrt, erste zu sein, und nimmt sich den dritten Teil der in der Schiissel
befindlichen Kirschen.

Die Mutter stellt danach fest, das insgesamt 42 Kirschen gegessen wurden. Wieviel Kirschen waren anfangs
in der Schiissel?
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5. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 9
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 050931:

Sei n? eine nicht durch 9 teilbare Quadratzahl. Dann ist n nicht durch 3 teilbar (sonst wire n? durch 9
teilbar).
n lasst bei Division durch 3 also den Rest 1 oder 2 und lésst sich daher schreiben als

n=3m+1 oder n=3m+ 2
mit passend gewdhltem ganzzahligem m. Dann ist
n?=Bm+ 1% =9m>+6m+1=303m>+2m)+1 oder
n?=Bm+2)%=9m2+12m+4=33Bm*+4m+1)+1
In beiden Fillen ldsst n? bei Division durch 3 den Rest 1.
Aufgeschrieben und geldst von Kitaktus
Losung 050932:
1. Analyse

Angenommen, ABC' sei ein Dreieck der verlangten Art, dann bestehen folgende Lagebeziehun-
gen. Bezeichnet M den Mittelpunkt von BC' und D der Mittelpunkt von AB, dann liegt D

1) auf dem Kreis £ um C mit dem Radius s..

2) auf einem zu « gehorigen Ortskreisbogen ,b\ iiber BM.

Beweis:

1) gilt aufgrund der Definition des Kreises

2) Nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes gilt DM || AC und somit «BDM = <BAC
(als Stufenwinkel an Parallelen), so dass nach der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes
D auf p liegt.
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3) auf dem von B ausgehenden Strahl durch D (ausschlieflich B)
4) auf dem Kreis um D mit dem Radius |BD|.

Der Punkt A liegt

Beide Aussagen folgen unmittelbar daraus, dass D Mittelpunkt von AB ist. Daher kénnen A,,,
B, C nur dann die Ecken eines allen Bedingungen der Aufgabe geniigenden Dreiecks sein, wenn
sie auf folgende Weise konstruierbar sind.

1I. Konstruktion
Man zeichne die Strecke BC' der gegebenen Linge a. Danach konstruiere man den Mittelpunkt
M von BC. Um C schlage man den Kreis k£ mit dem gegebenen Radius s., und iiber BM errichte

man einen zu « gehorigen Ortskreisbogen 5.

Ist D ein gemeinsamer Punkt von £ und /l;, so trage man auf dem von B ausgehenden Strahl
durch D von D aus nach der B nicht enthaltenden Seite eine Strecke der Lange |BD| ab, deren
zweiter Endpunkt A sei.

II1. Satz

Sind A, B, C' gemaf II. konstruierbar, so bilden sie die Ecken eines allen Bedingungen der Auf-
gabe gentigenden Dreiecks.

Beweis:

Nach Konstruktion ist |BC| = a, D Mittelpunkt von AB und |CD| = s.. Nach dem Periphe-
riewinkelsatz gilt |[<BDM| = « und nach dem 1. Strahlensatz und dem Satz {iber Winkel an
geschnittenen Parallelen <BDM = <CAB, so dass |[<CAB| = « ist.

1IV. Determination

Samtliche Konstruktionsschritte in II. sind, falls D existiert, ausfithrbar.
Der Punkt D existiert, wenn

1) a>90°% §<s.<a
2) a<90% d—r<s.<d+r

In allen anderen Féllen existiert D nicht, und es gibt daher kein Dreieck, das allen Bedingungen
der Aufgabe gentigt.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (34)

Losung 050933:
Es sei

z = 100c + d, d=10a+b
und a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit 0 < a <9, 0 < b < 9. Dann gilt

(100c + d)* = 100e +d eeN
10000¢? + 200¢d + d® = 100e + d

100e = 10000c* 4 200cd + d* — d
e = 100¢® + 2cd + @ —d
100
Es ist e genau dann ganzzahlig, wenn d(d — 1) durch 100 teilbar ist. Da d und d — 1 nicht gleichzeitig durch
5 teilbar sein konnen, muss einer der beiden Faktoren durch 25 teilbar sein. Wegen d < 100 ergeben sich
genau folgende Moglichkeiten dafiir
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d d—1 100[(d® — d)
0 -1 ja

1 0 ja

25 24 ja

26 25 nein

50 49 nein

51 50 nein

75 74 nein

76 75 ja

Folgende geordnete Paare (a,b) und nur diese erfiillen die gestellte Bedingung:
(0,0); (0,1); (2,5) und (7,6).
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)

Losung 050934:
Die angegebene Gleichung hat die beiden Wurzeln

xlz—a+\/m xgz—a—\/m
Daraus folgt |z2| > |z1| fiir a > 0 und |z1| > |22 fiir @ < 0.
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)
Losung 050935:
Es sind zwei Félle zu unterscheiden:
1. Fir 2r > h, wird die gesamte Parallelogrammflédche iiberstrichen.

2. Fir 2r < h, wird ein Teil der Parallelogrammfldache nicht iiberstrichen; es gilt ndmlich, wenn h; die
zur Seite BC' gehorige Hohenldnge des Parallelogramms ABCD bezeichnet, ah, = bhy, und somit,
weil a > b vorausgesetzt ist, h, < hy, und daher auch 2r < hy.

Im Fall 1) ldsst sich iiberstrichene Flidche F' in die Teilflichen F; bis Fy zerlegen.

F; 8 F7 F6

D, C

F

2
oA °

F3 £

Dabei sind
(1) Fy und F5 Rechtecke mit den Seitenlidngen a und r,
(2) Fs und F7 Rechtecke mit den Seitenldngen b und r,

(3) Fy, Fy, Fs und F7 Kreissektoren, die im Radius r iibereinstimmen und deren Winkel sich zu einem
Winkel der Grofie 360° erginzen. Daher kann man die vier Kreissektoren zu einer Kreisscheibe zu-
sammensetzen.
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Also gilt fiir den Flicheninhalt I(F') der iiberstrichenen Fliche
I(F) = 2(I(Fy) 4 I(F3)) 4 I(Fy) + nr? = 2(ar + br) + 7 + ah,

Im Fall 2 entstehen auflerhalb des Parallelogramms die gleichen Teilflichen wie im Fall 1. Die Fléche des

Parallelogramms wird nicht vollig iiberdeckt. Es bleibt die Flache Fiq frei.
D C

A a B

Fy ist ein Parallelogramm mit der Seitenliange (a — 2x) und der zugehorigen Hohe (h, —

Seitenldnge eines der Eckrhomben ist.

Nach dem 2. Strahlensatz gilt  : » = b : h, und damit x = f%'

Also gilt fiir den Inhalt F(F') der iiberstrichenen Flache im Fall 2
I(F") = I(F) — I(Fy)

4br?
= 2ar + 2br + 7 + ah, — (aha — 2br — 2ar + hr )
a

2
=4- (ar—i—br— b;) + mr?
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (34)

Losung 050936:

2r), wobei z die

Bezeichnet man die urspriinglich vorhandene Anzahl Kirschen mit z, so kann man folgende Aufstellung

machen: Jiirgen nimmt

r—1 x+2
1+ 3~ 3
es verbleiben
x+2 2x-2
3 3
Renate nimmt
2+<2m—2_2>.1:2x+10
3 3 9

es verbleiben
2r —2 2$+10_4$—16
3 9 9

Christine nimmt
dr—16 1 4z —16
9 3 27

es verbleiben

dr—16 4z —16 _ 8z —32
9 271 27
Laut Aufgabe gilt

8z — 32
_ — 42
x 27

und somit z = 58. Es befanden sich anfangs 58 Kirschen in der Schiissel.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)
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