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6. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 061231:

In ein und derselben Ebene seien n Punkte (n > 2) so verteilt, daf§ es zu jedem von ihnen unter den iibrigen
nur einen néchstgelegenen gibt. Zu jedem dieser n Punkte werde der von ihm ausgehende und in dem ihm
néchstgelegenen Punkt endende Vektor und nur dieser gezeichnet.

Man ermittle die groftmogliche Anzahl derjenigen unter diesen Vektoren, die dann in einem und demselben
der n Punkte enden kénnen.

Aufgabe 061232:

Gegeben sei die Kantenldnge a eines Wiirfels. Eine seiner Seitenflichen sei das Quadrat ABCD, der Mit-
telpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche sei M.

Wie grof} ist der Abstand den Geraden BC und AM?

Anmerkung: Unter dem Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden g und h versteht man die Lénge
derjenigen Strecke XY, die folgende Eigenschaften hat: X liegt auf g, y liegt auf h, XY 1 g, XY | h.

Aufgabe 061233:

Es sind alle diejenigen reellen Zahlen x in den Intervallen 0 < x < g und = < x < m anzugeben, fir die

f(z) =sinz + cosx + tan x + cot & positiv ist und alle diejenigen reellen Zahlen z, in denselben Intervallen,
fiir die f(z) negativ ist.

Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den f(z) in den obigen Intervallen annimmt, und wenn ja, welcher
Wert ist dies?

Aufgabe 061234:

15z —7
5

6; [—6,5] = —7 und

Man ermittle alle und nur diejenigen reellen Zahlen z, die der Gleichung {5 +86:17] geniigen.

1
Dabei bedeutet [a] die groite ganze Zahl, die nicht grofier als a ist; z.B. ist [23]
[6] = 6.

Aufgabe 061235:

Es seien n Schiiler mit Nummern versehen und in der Reihenfolge 1,2,3,...,n nebeneinander aufgestellt.
Ein Umordnungsbefehl besteht darin, dafl jeder Schiiler entweder einmal seinen Platz mit einem anderen
tauscht oder auf seinem Platz bleibt.

Man gebe zwei Befehle an, durch deren Hintereinanderausfithrung die Anordnung n,1,2,3,...,n — 1 ent-
steht.
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Aufgabe 061236:

Die Zahl sin 10° geniigt einer algebraischen Gleichung dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten.

Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten eindeutig bestimmte) Gleichung auf
und ermittle ihre beiden anderen Wurzeln.
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6. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

\/

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 061231:
Die groBtmogliche Anzahl ist 5.

Um dies zu zeigen, nehmen wir zuerst an, es gdbe 6 Punkte P, bis P, deren nichstgelegener Punkt jeweils
der von ihnen alle verschiedene Punkt @ sei.

0.B.d.A. seien die Punkte so bezeichnet, dass die von P; nach @ verlaufenden Vektoren bei einem in ma-
thematisch positiver Orientierung erfolgenden Umlauf um @ in aufsteigender Reihenfolge getroffen werden.

Definieren wir fiir eine einfachere Notation noch zusétzlich P; := P, dann zerlegen nun also die 6 Winkel
I P;QP; 11 den Vollwinkel bei (). Demzufolge ist mindestens einer unter diesen héchstens 60° grof3, 0.B.d.A.
sei dies < Py QP». Dann ist einer der beiden anderen Innenwinkel des Dreiecks A P;Q P, mindestens so grof},
sei dies 0.B.d.A. <QP, P>.

Da aber dem groferen Innenwinkel in einem Dreieck immer auch die grofiere Seite gegentiberliegt, ist dann
auf jeden Fall die Strecke P> mindestens so lang wie die Strecke PP, also der Punkt P; hochstens so
weit entfernt von P, wie Q.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, der eindeutig bestimmte néchstgelegene Punkt zu Py wére @
gewesen. Also konnen hochstens 5 Vektoren in einem Punkt ankommen.

Dass dies auch wirklich moglich ist, zeigt die Konstellation eines regelméfligen Fiinfecks sowie seines Mit-
telpunkts. Dann fiihrt die eben durchgefiihrte Uberlegung in jedem Fall dazu, dass die Verbindungsstrecke
zweier "benachbarter” Eckpunkte immer langer ist als die jeweiligen Radien. (Und die iibrigen Diagonalen
sind sowieso noch lianger.)

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 061232:
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Zunéichst bemerkt man, dass AM und BC windschief zueinander sind, weil AM mit € 4p¢ nur den Punkt
A gemeinsam hat und folglich die in e4pc gelegene, A nicht enthaltende Gerade BC' weder schneidet noch
zu ihr parallel ist (Abbildung).

Daher gibt es genau ein Punktepaar (X,Y) mit X € BC,Y € AM, fir das | XY| = d gilt, wenn d den zu
berechnenden Abstand von BC und AM bezeichnet. Dabei gilt aulerdem

XY LAM (1) ; XY LBC (2

Die Ebenen € 4pp; und egcoy schneiden sich in einer Y enthaltenden Geraden g. Wegen
BC || AD (3) ist BC g (4)

Andernfalls hdtte ndmlich g mit BC einen Schnittpunkt, der auch gemeinsamer Punkt von espc und € apps

wire und damit auf AD ldge, was (3) widerspricht.

Aus (2), (3), (4) folgt g L XY Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (1) wegen g # AM: XY L eapy  (5).

Bezeichnet Z den Schnittpunkt der Parallelen zu XY durch B mit eapas, so ist BZ L eapa wegen (5),

insbesondere also BZ L AZ (6) und |XY|=|BZ|.

Denn im Fall X # B ist BXY Z ein Parallelogramm, wihrend in dem (iibrigens nicht eintretenden) Fall

X = B auflerdem Y = Z wire.

Wegen BZ || XY, (2) ist BZ L BC. Somit liegt Z in der auf BC senkrechten Ebene € durch B, die eine

Seitenflache des Wiirfels enthilt, deren Rand das Quadrat ABF'E ist. Die Ebene € 4 pjs schneidet die Strecke

EF in ihrem Mittelpunkt K. Aufgrund der Bedeutung von M und K ist ndmlich MK || AD, so dass M K

in eapps liegt.

Als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen ist dann < AKFE = <K AB. Hieraus folgt wegen Z € AK,

AE | EK und (6) nach dem 1. Ahnlichkeitssatz AAEK ~ AAZB und damit
AZ:BZ:KE:AE:g:a:% also AZ:%BZ (7)

Wegen (6) ist AAZ B rechtwinklig mit der Hypotenuse AB, so dass aufgrund des Lehrsatzes des Pythagoras

und (7)

1
BZ? = AB? - AZ? =q4?% — 1BZ2 also BZ =

Do
Sl

gilt. Mithin ist
2 2
d=XY=BZ=-"—-a=-aVh
V5 5

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)

Losung 061233:
Fiir 0 <z < 3 sind sowohl sinz als auch cosz, und damit auch

sinx
und cot x =
cosS T tanx

tanx =

allesamt positiv, also auch f(z).

Fir T < x < 7 ist zwar weiterhin sin x positiv, aber cosz und damit auch tan x und cot x negativ. Wegen

2
0>cosz > —1ist —— < —1, also tanz < —sinz und damit

f(x) <sinz + cosx — sinz + cotx = cosx + cotx < 0

Positive Werte nimmt f also nur auf dem ersten Intervall an. Dort betrachten wir nun die zwei Funktionen

fi(z) =sinx + cosz und fao(z) = tanx 4 cotz = tanz +

tanx

Damit ist wegen tanx > 0 direkt fo(z) > 2, wobei Gleichheit nur fiir tanz = 1, also x = I als einzigem

4
Wert im betrachteten Intervall, angenommen wird.
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Fiir die Analyse von f; betrachten wir deren Ableitungsfunktion ff(z) = cos x—sin x, welche im betrachteten

Intervall wieder nur genau fiir = 7 verschwindet. Da in diesem Intervall die Kosinus-Funktion streng

monoton fallend und die Sinus-Funktion streng monoton steigend ist, ist auch f] streng monoton fallend
und nimmt demnach fiir Argumente z kleiner als 7 positive, und fiir gréfiere Argumente negative Werte an.

Demzufolge ist die Funktion f; im Intervall 0 < x < 7 streng monoton wachsend und im Intervall § <z < §
streng monoton fallend. Also ist

filx) > f1 (%) = sin (%) + cos (%) — g_‘_g -2

wobei Gleichheit nur fir = 7 angenommen wird.
Zusammen ergibt sich also
f@) = fi(x) + falx) > V2+2

wobei Gleichheit genau fiir z = 7 angenommen wird. Es ist also 2+ V2 der gesuchte, kleinste positive Wert,
den f im betrachteten Intervall annimmt.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 061234:
Angenommen, es gibe eine reelle Zahl xq derart, dass

5+ 6xg| 1dxg—7
8 B 5

gilt. Dann ist
15.’1?0—7 < 5+6$0 < 151‘0—7
5 - 8 5
Hieraus folgt durch Multiplikation mit 4:

+1

28 5 8 41 81
1200 — — < =+3 1229 — = 1 — < 9xp < —
X0 5 _2—1— xro < 1229 5 also 10< xo_lo

und weiter nach Division durch 3 und Subtraktion von £

5
1 - 1529 — 7 < 13
30 5 — 10
Da sz()—? §anz ist, folgt weiter, dass entweder meH = 0 oder BITH = 1 gilt. Hieraus ergibt sich zy = 1—75
bzw. zo = %.

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung zeigt man, dass diese beiden Werte Losungen der Ausgangsglei-

chung sind. Also hat die Gleichung die beiden Losungen z = % und z = 2 und keine weiteren.

5
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)

Losung 061235:
Eine mogliche Variante lautet wie folgt:

1. Umordnungsbefehl:

Jeweils zwei Schiiler, deren Nummern sich zu n+ 1 ergénzen, tauschen die Plitze. (Ist n+ 1 gerade, so bleibt

der Schiiler mit Nr. "7“ an seinem Platz stehen.)

2. Umordnungsbefehl:

Jeweils zwei Schiiler, deren Nummern sich zu n ergénzen, tauschen Plitze. (Der Schiiler mit Nr. n und, falls
existent, der Schiiler mit Nr. § bleibt/ bleiben stehen.)
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Durch den ersten Umordnungsbefehl befindet sich der Schiiler mit Nummer k nach dessen Ausfiihrung auf
der Position n + 1 — k, da er mit dem Schiiler dieser Nummer getauscht hat. (Ist n+1 gerade, so hétte nur
der Schiiler mit Nummer k& = % keinen Tauschpartner. Aber er soll ja dann auch stehen bleiben und
befindet sich genauso an der entsprechenden Position n + 1 — k = 2L = k.)

Tauscht nun im zweiten Umordnungsbefehl der Schiiler mit Nummer ¢ den Platz mit dem Schiiler mit
Nummer n — ¢, so befand sich jener zweiter nach dem ersten Umordnungsbefehl an Position n+1—(n—{) =
£+ 1.

Der Schiiler mit Nummer ¢ ist also durch beide Umordnungsbefehle nun an die Position ¢ 4 1, also einen
Platz nach rechts gerutscht. Einzige hierbei noch nicht betrachtete Schiiler sind diejenigen, die beim zweiten
Umordnungsbefehl stehen bleiben.

Das ist einerseits der Schiiler mit Nummer n. Dieser steht nach dem ersten Umordnungsbefehl auf Position
n+1—mn =1, also ganz vorn, und bleibt da auch — wie gewiinscht — stehen. Und zweitens, falls n gerade
ist, der Schiiler mit Nummer 3.

Dieser befand sich nach dem ersten Umordnungsbefehl an Position n+1— %5 = % +1, war also gegeniiber der
Ausgangsanordnung schon um einen Platz nach rechts geriickt. Bleibt er beim zweiten Umordnungsbefehl

nun stehen, ist er schon an der gewiinschten Position.

Damit ist gezeigt, dass nach Ausfithrung dieser beiden Umordnungsbefehle aus der Start-Anordnung die
gewlinschte Zielanordnung erreicht wird.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 061236:

Es ist
sin(2z) = 2sin(x) cos(x)
cos(2z) = cos?(z) — sin®(x) und
sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(z) 4 cos(2z) sin(z)

2sin(z) cos?(z) + cos?(x) sin(z) — sin®(x)
3(1 — sin?(z)) sin(z) — sin®(x) = 3sin(x) — 4sin®(z)

Mit # = 10°, X; = sin(z) und sin(3z) = sin(30°) = £ folgt, dass X; = sin(10°) Losung der Gleichung

1
5=3X—4X3 bzw. 8X3 —6X+1=0

ist.
Da sin(30°) = sin(390°) = sin(750°) ist, erfiillen auch X5 = sin(xs) und X5 = sin(x3) mit xo = % = 130°

und z3 = @ = 250° diese Gleichung.

Offensichtlich sind X; = sin(10°), X3 = sin(130°) = sin(50°) und X3 = sin(250°) = sin(—70°) paarweise
verschieden, da die Sinus-Funktion streng monoton steigend im Intervall [-90°,90°] ist. Also stellen X5 und
X3 die gesuchten weiteren Losungen der angegebenen Gleichung dar.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix
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