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Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 071221:
Es seien xj und y, ganzrationale Zahlen, die die Bedingungen 0 < x3, < 2 und 0 <y, < 2 erfiillen.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller (nicht entarteten) Dreiecke mit Eckpunkten Py (zy;yr), wobei xy, y
die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten von P, bedeuten!

Anmerkung: Dabei gelten zwei Dreiecke A; und As genau dann als gleich, wenn jede Ecke von A,
auch Ecke von Aj ist.

b) Geben Sie die Mafizahlen der Flicheninhalte aller dieser Dreiecke an!

Aufgabe 071222:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Gegeben seien gewisse Gegenstéinde, von denen jeder eine bestimmte Farbe und eine bestimmte Form hat.
Wenn es unter diesen Gegenstinden zwei von verschiedener Farbe und zwei von verschiedener Form gibt,
dann befinden sich unter den Gegenstdnden mindestens zwei solche, die sich sowohl in der Farbe als auch
in der Form unterscheiden.

Aufgabe 071223:
Beweisen Sie, daf fiir alle nicht negativen reellen Zahlen a, b, ¢

a® + 0%+ ¢ > a®>Voe + b Vac + AVab  gilt!

Aufgabe 071224:

Beweisen Sie, dal das Produkt von vier aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen nicht das Quadrat
einer positiven ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 071225:
Es sind alle geordneten Paare reeller Zahlen (x,y) anzugeben, fir die das Gleichungssystem

z-(ax® +by* —a) =0 (1)
y - (az® + by —b) =0 (2)
erfiillt ist. Dabei sind a und b reelle Zahlen mit a # 0, b # 0 und a # b.

Aufgabe 071226:

Gegeben sei eine regelméflige sechsseitige Pyramide. Man lege einen ebenen Schnitt durch die Pyramide,
der durch die Mittelpunkte zweier nicht benachbarter und nicht paralleler Seiten der Grundfliche und durch
den Mittelpunkt der Héhe der Pyramide verlauft.

Es ist das Verhéltnis des Flacheninhalts der dabei entstehenden Schnittfigur und des Flidcheninhalts einer
Seitenfliche der Pyramide zu ermitteln.
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7. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 071221:

a) Es gibt insgesamt 9 Paare (z,y) "ganzrationaler” (= ganzer) Zahlen mit 0 <2 <2 und 0 <y < 2,
also 9 Punkte P(z,y) mit ganzzahligen Koordinaten z,y € {0, 1, 2}.

Es gibt (J) = 84 Moglichkeiten, 3 dieser 9 Punkte auszuwihlen. Dabei liegen jedoch in 8 Fillen die 3
Punkte auf einer Geraden (entweder parallel zur x- oder y-Achse oder auf einer der Diagonalen y = x
oder y =3 — .

Somit bilden in 84 - 8 = 76 Fallen die drei Punkte ein nicht-entartetes Dreieck.

b) Es gibt 8 Klassen von Dreiecken, wobei die Dreiecke einer Klasse zueinander kongruent sind. Namlich:

Klasse Représentant Anzahl Flacheninhalt

1. (0,0), (0,1), (1,0) 16 1/2
2. (0,0), (0,1), (1,2) 16 1/2
3. (0,0), (0,1), (2,0) 16 1
4. (0,0), (0,1), (2,2) 8 1
5. (0,0), (0,2), (1,2) 8 1
6. (00),(0.2), (20) 4 2
7. (0,0), (0,2), (2,1) 4 2
8. (0,0),(1,2),(21) 4 3/2
Summe: 76

Aufgeschrieben und geldst von StrgAltEntf

Losung 071222:
Anmerkung:

In dieser Losung wird angenommen, dass die Menge der Gegenstédnde endlich sei, was in der Olympiade
Punktabzug bringen kénnte. In der zweiten Losung wurde so eine Annahme nicht getroffen.

Seien die verschiedenen Formen beliebig als Form 1, Form 2, ... und die verschiedenen Farben beliebig mit
Farbe 1, Farbe 2, .. bezeichnet. Aussage bezeichne im Folgenden die zu zeigende Aussage der Aufgabenstel-
lung.

Angenommen, es gébe alle Formen in allen Farben. Dann zeigen Form 1 mit Farbe 1 und Form 2 mit Farbe
2 (beide existieren nach Voraussetzung) die zu zeigende Aussage.
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Angenommen, es gibe die Form ¢ in allen Farben und Form j nicht in Farbe k (welche zur Menge der vor-
kommenden Farben gehore). Dann zeigen Form i in Farbe k und Form j in einer anderen Farbe die Aussage.

Analog wire die Aussage gezeigt, wenn es eine Farbe gibt, sodass alle Formen diese Farbe haben.

Nun nehmen wir an, dass es keine Form gibt, die in jeder Farbe vorkommt, und keine Farbe, welche alle
Formen haben.

Betrachte eine Form 7, welche eine minimale Anzahl von Farben (groler gleich 1) aufweist, eine dieser Farben
sei Farbe k. Betrachte die Form j, welche nicht in Farbe k vorkommt. Wegen der Minimalitit (beziiglich
der Anzahl der Farben) von Form ¢ muss Form j nun in einer Farbe | vorkommen, in welcher Form ¢ nicht
vorkommt.

Form 4 mit Farbe k£ und Form j in Farbe [ zeigen die Aussage.
Aufgabe gelost von Kornkreis
2. Lésungsweg:

Es bezeichne f(x) die Farbe und g(x) die Form eines Gegenstands x. Nach Voraussetzung gibt es a und b
mit f(a) # f(b). Ist g(a) # g(b), so haben wir die gesuchten Gegenstinde gefunden, und wir sind fertig.

Anderenfalls gilt g(a) = g(b), und wir betrachten zwei Gegenstande ¢ und d mit g(c) # g(d). Ist f(c) # f(d),
sind wir wieder fertig, da zwei Gegenstidnde mit den gesuchten Eigenschaften gefunden sind, némlich ¢
und d. Andernfalls gilt f(c) = f(d). Da f(a) # f(b), kann nicht gleichzeitig f(c) = f(d) = f(a) und
fe) = f(d) = f(b) gelten.

Sei also etwa f(c) = f(d) # f(a). Ebenso kann nicht gleichzeitig g(a) = g(c) und g(a) = g(d) gelten. Sei also
etwa g(a) # g(c). Dann ist also f(a) # f(c) und g(a) # g(c), und die beiden Gegensténde sind gefunden.

Aufgeschrieben und gelost von StrgAltEntf
Losung 071223:

Die Umordnungsungleichung besagt insbesondere, dass fiir beliebige reelle Zahlen x1 > zo > x3 und y; >
Y2 > ys gilt:

T1Y1 + T2y2 + XT3ys = T1Y2 + Tays + T3Y1
und
T1Y1 + Toy3 + T3Y2 = T1Y3 + Tay2 + T3Y1-
Falls eine der Zahlen a, b, ¢ Null ist, dann ist
a® + b+ >a? bc+b2\/a>c+62\/c%
erfiillt, denn es steht auf der linken Seite eine nichtnegative Zahl und auf der rechten Seite 0.

Seien also a, b, ¢ positiv. Da die zu beweisende Ungleichung symmetrisch in a, b, ¢ ist, kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass a > b > ¢. Nach Division durch v abc auf beiden Seiten bleibt zu zeigen, dass

2,5 p2:5 25

> b5 L pls 1.5
\/%—I—T%—F—\/%_a + +c

gilt. Wegen a2 > b%® > ¢2° und ﬁ > \1ﬁ > % gilt also nach Umordnungsungleichung

Q

ac = Vab
025 p2-5 (2.5 025 p2-5 (2.5
- + > -
Vbe  Vac  \ab ~ Vac  Vab o Vbe
2 b2 2
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Wegen a® > b? > ¢? und ﬁ > % > T gilt nach Umordnungsungleichung
Ve Vat it \/5 NN
— g1 L plD B

woraus die Behauptung folgt.
Aufgeschrieben und geldst von Nuramon

Losung 071224:
Jedes in der Aufgabe genannte Produkt hat die Form

n(n+1)(n+2)(n+3) =n* +6n> + 11n? +6n = (n® +3n +1)? -
wobei n eine positive ganze Zahl ist. Da
M2 +3n)? < n®+3n+1)2-1<n®+3n+1)2

gilt, liegt n(n+1)(n+2)(n+3) zwischen den Quadraten von zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden positiven
ganzen Zahlen, nidmlichen denen von n? + 3n und n? 4 3n 4+ 1 und kann daher selbst nicht das Quadrat
einer positiven ganzen Zahl sein.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (2)

Losung 071225:
Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall: z = 0.

Dann geht die zweite Gleichung iiber in y-b-(y?—1) = 0, was wegen b # 0 auf y = 0 oder y = +1 fiihrt.
Fiir alle drei Elemente (x,y) € {(0,—1),(0,0), (0,1)} bestéatigt die Probe, dass es sich tatsichlich um
Losungen des Gleichungssystems handelt.

2. Fall: z # 0.

Dann folgt aus der ersten Gleichung az? + by? — a = 0, also aufgrund a # b damit az? + by? — b # 0,
sodass aus aus der zweiten Gleichung direkt y = 0 folgt. Dies in die eben erhaltene Gleichung eingesetzt,
liefert az? —a = 0 bzw. 2 = 41. Auch hier sind wieder alle Elemente der Menge {(—1,0),(1,0)}
Losungen des Gleichungssystems, wie die Probe bestétigt.

Damit hat das angegebene Gleichungssystem insgesamt fiinf Losungen, die in den beiden Féllen notiert
wurden.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix
2. Losungsweg:

Es muss zy = 0 sein, da andernfalls die Klammerausdriicke in den zwei gegebenen Gleichungen 0 wiren,
was dann sofort auf den Widerspruch a = b fiithren wiirde.

Durch Ausmultiplizieren der Gleichungen, Einsetzen von zy = 0 und Kiirzen durch a bzw. b ergibt sich
dann, dass das gegebene Gleichungssystem dquivalent ist zu einem anderen, in dem a und b dann gar nicht
mehr vorkommen, némlich

ry=0, 2°=x Yy =y
mit den 5 offensichtlichen Losungen (x,y) € {(0,0),(0,1), (0, —1),(1,0),(-1,0)}.

Aufgeschrieben und gelost von weird
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Losung 071226:

Die Eckpunkte der Grundflache seien in der Reihenfolge mit P; bis Ps bezeichnet sowie die Spitze der Py-
ramide mit S und der Mittelpunkt der Grundfliche mit F'. Dann ist auch F' der Fufpunkt der H6éhe von S
auf die Grundfliche, da von einer geraden Pyramide ausgegangen wird.

(Sonst kénnte man nicht vom Flicheninhalt “einer” Seitenfléche der Pyramide sprechen, da sie unterschied-
liche Flacheninhalte haben konnten, wére die Pyramide nicht gerade.)

SchlieBlich sei M der Mittelpunkt der Strecke F'S, also der Mittelpunkt der Héhe der Pyramide und e die
Ebene des zu betrachtenden Schnitts.

Der Schnitt verlaufe durch die Mittelpunkte M; und M3 der Seiten P; P, und P3Py, die weder benachbart
noch parallel sind. Insbesondere ist dann also die Gerade durch die Diagonale P; P, des Sechsecks parallel
zur Schnittebene e.

Sei weiterhin Q1Q2Q3Q41Q5Q¢ das Sechseck, welches als Schnitt der Pyramide mit einer zur Grundfléche
parallelen Ebene durch den Mittelpunkt M der Hohe entsteht, wobei jeder Punkt @Q; auf der Gerade SP;
liege. Da € erstens durch M, welcher gleichzeitig Mittelpunkt dieses zweiten Sechsecks ist, verlduft, zweitens
parallel zu P P, ist und drittens nach dem Strahlensatz die Geraden P;P; und Q@4 parallel sind, muss
die Strecke @1Q4, die M als eigenen Mittelpunkt enthélt, in € liegen. Somit schneidet € also die Geraden
PlS und P4S in Ql bzw. Q4.

Analog sei das Sechseck RjRoR3R4R5Rg als Schnitt der Pyramide mit einer zur Grundfliche parallelen
Ebene in Héhe von 2|SF| definiert, wobei wieder die Punkte R; auf den Geraden SP; liegen sollen. Der
Schnitt von € mit dieser zur Grundflache parallelen Ebene liefert wieder eine Gerade, die parallel zu R R4
ist.

Sei d der Abstand der parallelen Geraden P; Py und Ps Pg. Dann betriagt nach dem Strahlensatz der Abstand
der parallelen Geraden R R4 und RsRg genau %d.

Der Abstand des Schnitts von ¢ mit der Grundflache, also der Geraden M;Ms, hat einen Abstand %d von
der dazu parallelen Gerade Py Py. Und in der zu Grundfliche parallelen Ebene durch M (also in Hohe $|SF|
iiber der Grundflache) ist der Schnitt von € mit dieser Ebene identisch mit der Geraden R; Ry, sodass der
entsprechende Abstand Null betragt.

Daher gilt nach Strahlensatz (mit Zentrum M in Héhe $|SF| iiber der Grundfliche), dass der Schnitt von
€ mit der zur Grundflache parallelen Ebene in Héhe %|SF | genau den Abstand id zur entsprechenden par-
allelen Gerade R; R4 hat. Da weiterhin diese Schnittgerade von € mit der gerade betrachteten Ebene in der
von R; Ry erzeugten Halbebene liegt, in der nicht Ry und Rj3 liegen; in der im gleichen Abstand zu R Ry
aber der Gerade R5Rg verlauft, muss also der Schnitt von € mit dieser Ebene gerade die Gerade R5Rg sein.
Damit schneidet € die Geraden SP5 und SPs in Rs bzw. Rg.

Die entstehende Schnittfigur beim Schnitt von e mit der sechsseitigen Pyramide ist demnach genau das
Sechseck M7 M3Q4R5Re(Q1. Dieses lisst sich zerlegen in die beiden Trapeze M;M3Q4Q1 und Q1Q4R5Rg,
deren Flacheninhalte — in Abhéngigkeit der Kantenldnge a des Sechsecks der Grundfliche und der Hohe
h =|SF| der Pyramide — im Folgenden ermittelt werden:

Sei Py der Schnittpunkt der Geraden Py P, und P3P, und es entsteht das gleichseitige Dreieck APy Py Ps.

Dann gilt nach dem Strahlensatz ‘Il;‘zfgzl“ = |‘A}{,;%j‘, also | My Ms| = 2a. Analog folgt auch |PyPy| = 2a. Aus

letzterem folgt mittels Strahlensatz (mit Zentrum S), dass |Q1Q4| = 1|P1Py| = a gilt. Damit kennen wir
die Langen der parallelen Strecken im Trapez M; M3Q4Q;.

Fiir den Abstand dieser beiden Parallelen betrachten wir das rechtwinklige Dreieck bestehend aus M, F' und
dem Mittelpunkt N der Strecke My Ms, wobei der rechte Winkel bei F liegt. Es ist [MF| = 1|SF| = ih.
Fiir die Streckenlédnge |F'N| gilt, dass die Strecke die halbe Hohe im gleichseitigen Dreieck AP, PsF' ist, also




http://www.olympiade-mathematik.de E%

|FN| = @ folgt. Damit betragt der Abstand der beiden Geraden M; M3 und Q1Q4 genau

hi = |NM|=/|MF|>+ |FN|? = h2+— \/4h2+3a2

Der Flédcheninhalt des Trapezes M1 M3Q4@Q1 ergibt sich damit zu

-/ 4h? + 3a?

Fiir die Bestimmung des Fléicheninhalts des Trapezes Q1Q4R5Rg beachte man, dass aufgrund des Strahlen-
satzes (mit Zentrum S) |RsRg| = |PsPs| = Ja und (mit Zentrum M) hy = $hy = $V/4h? + 3a? gilt, wobei
ho der Abstand der Parallelen Q1Q4 und R5Rg ist. Also ergibt sich fiir dleses Trapez der Flacheninhalt zu

-V/4h? 4+ 3a? = A1

Damit ergibt sich der Flacheninhalt A der gesamten Schnittfigur zu

) 25
AI:Al—i—AQ:*'Al \/4h2+3(12

4 64

Ay = - (|MaMs| + [Q1Q4]) - b =

l\D\»—~

16"

1 5
Ag = 5(\Q1Q4|+|R5RG|)' =61

Um den Fliacheninhalt der Seitenfliche AP P»S (und damit jeder Seitenfliche) der Pyramide zu bestimmen,
bendtigen wir die Lange ihrer Seitenhohe hg. Diese ist die Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck ASF M,
mit rechtem Winkel bei F. Es ist F'M; die Hohe im gleichseitigen Dreieck APy PoF, sodass |F M| = @a
gilt. Also ist |SF| = h, also

= |MyS| = /|SF]Z+ [FM. |2 = /h2 + a2 \/4h2+3a2

Daraus ergibt sich nun der Flidcheninhalt Ag einer Seitenfliche der Pyramide zu Ag = % -a-hg = %a .
V4h? + 3a? und damit fiir den Flicheninhalt Schnittfigur

25
A=22.4
16 °F

Aufgeschrieben und geldst von cyrix
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