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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081241:

Jeder nichtnegative periodische Dezimalbruch reprisentiert eine rationale Zahl, die auch in der Form p/q
dargestellt werden kann (p und ¢ natiirliche Zahlen und teilerfremd, p > 0, ¢ > 0). Nun seien a;, as, az und
a4 Ziffern zur Darstellung von Zahlen im dekadischen System. Dabei sei a1 # ag oder as # a4.

Beweisen Sie!

Die Zahlen z1 = 0,a1a2a3ag = 0, a1a0a3a4a1a2a30a4...
22 = 0,a4a10203
R3 = Oam
z4 = 0,a2a30401

haben in der obigen Darstellung p/q stets gleiche Nenner.

Aufgabe 081242:

In einer Ebene ¢ liege ein Kreis £ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Als “Spiegelung am Kreis k"
bezeichnet man die folgende Abbildung, durch die jedem Punkt P # M aus € ein Punkt P’ aus ¢ zugeordnet
wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl.

(2) Esist MP- MP' = r2%

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im Innern von k gegebenen Punkt P # M den Spiegelpunkt P’!

b) Es sei ein weiterer Kreis k; beliebig gegeben, jedoch so, dafl M auBerhalb von k; liegt.
Konstruieren Sie k], d.h. die Menge aller Spiegelpunkte P’ der Punkte P von k!

Aufgabe 081243:

Eine Menge M von Elementen u, v, w heif3t eine Halbgruppe, wenn in ihr eine Operation definiert ist, die
jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus M eindeutig ein Element w aus M zuordnet (man schreibt
u®v = w) und wenn diese algebraische Operation assoziativ ist, d.h. wenn fiir alle Elemente u, v, w aus M
gilt:

(uRv)Qw=1u® (vw).
Es sei nun c eine positive reelle Zahl, und es sei M die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen, die kleiner
als ¢ sind. Fiir je zwei Zahlen u,v aus M werde definiert:

U+ v
UBV=—g -

L+

Man untersuche
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b) ob diese Halbgruppe regulir ist, d.h. ob aus u ® v1 = u ® vy stets v1 = v und aus v1 @ u = vy @ u
ebenfalls v; = vy folgt.

a) ob M eine Halbgruppe ist;

Aufgabe 081244:
Losen Sie das Gleichungssystem:

| logy (2 + y)| + |loga(z — y)[ = 3
xy = 3!

Aufgabe 081245:
Beweisen Sie, daf} fiir alle reellen Zahlen x gilt:

sinbx = 16sinx sin(x—ﬁ) sin(x—i—z) sin x—Q—ﬂ sin $+21
N 5 5 5 5)°

Aufgabe 081246:

Es seien n eine positive ganze Zahl, h eine reelle Zahl und f(x) ein Polynom (ganze rationale Funktion) mit
reellen Koeffizienten vom Grade n, das keine reellen Nullstellen besitzt.

Man beweise, dal dann auch das Polynom
F(z) = f(a) +h- f'(x) + 02 f'(x) + -+ " fO ()

keine reellen Nullstellen hat!
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8. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081241:
Fir Ziffern a,b,c,d € {0,1,...,9} bezeichnen wir mit [abcd] die (bis zu) vierstellige Zahl

[abcd] := 1000a + 1000 + 10¢ + d

Dann ist 1000027 — 21 = [a1a2a3a4], also z; = %. Entsprechend ist z, = %, 23 = %
und z4 = [azasaaan] “yjoq0 vier Briiche haben jetzt zwar denselben Nenner, jedoch liegen sie noch nicht
9999 )

unbedingt in gekiirzter Form vor.

Die Primfaktorzerlegung der Nenner der vier Briiche lautet 9999 = 32.11-101. Also lassen sich hier bestenfalls
die Faktoren 3, (oder sogar 9), 11 und 101 kiirzen.

Bekanntlich ist eine ganze Zahl genau dann durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn die Quersumme der Zahl durch 3
(bzw. 9) teilbar ist. Die Quersumme der vier Zahler ist jedoch identisch, also l4sst sich bei allen vier Briichen
entweder 3 oder 9 oder keins von beiden kiirzen.

Ebenfalls ist allgemein bekannt, dass eine ganze Zahl genau dann durch 11 teilbar ist, wenn die alternierende
Quersumme der Zahl durch 11 teilbar ist. Die alternierende Quersumme der Zéahler lautet hier a; —as+az—aq
bzw. das Negative von diesem Wert. Also gilt auch hier: Entweder sind alle vier Zahler durch 11 teilbar oder
keiner der Zéhler. Und daher: Entweder lassen sich alle vier Briiche durch 11 kiirzen oder keiner.

Schliefilich gilt fiir « := [abed], dass « genau dann durch 101 teilbar ist, wenn @ = ¢ und b = d. (Begriindung;:
Wenn [abed] = 101y, dann ist y < 100 und damit y = 10e + f fiir gewisse e, f € {0,1,...,9} und daher
101y = [efef]). Nach Voraussetzung ist jedoch der Fall, dass a1 = a3 und as = a4 ausgeschlossen, also ist
keiner der vier Zahler durch 101 teilbar und daher bei keinem der vier Briiche der Faktor 101 kiirzbar.

Zusammenfassend: Bei keinem der vier Briiche zq, 29, 23, 24 lésst sich in obiger Darstellung der Faktor 101
kiirzen, und die Faktoren 3 (bzw. 9) und 11 lassen sich in allen oder in keinem der Briiche kiirzen. Somit
besitzen alle vier Briiche in gekiirzter Darstellung denselben Nenner.

Aufgeschrieben und geldst von StrgAltEntf
Losung 081242:
a) Man zeichne die Gerade s durch M und P. Die Orthogonale zu s durch M schneide & in C' und C".
Die Orthogonale zu C'P schneide s in Q. Die Spiegelung von @ an M ist dann P'.
Begriindung:

Nach Konstruktion ist das Dreieck AQ PC' rechtwinklig in C' und QM seine Hohe auf die Hypotenuse
QP. Dann gilt nach dem Hohensatz |QM| - |[MP| = |[MQ|?> = r?. Spiegelt man @ nun noch an M,
so liegen dessen Spiegelpunkt P’ und P auf s auf der gleichen Seite von M, also P’ auf dem von M
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ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl. Weiterhin ist |[M P’|, also |M P|-|M P'| = |M P|-|M Q| =

r?, wie gewiinscht.

b) Es sei M; der Mittelpunkt von k;. Ist dieser nicht gegeben, so kann man ihn sich leicht als Umkreismit-
telpunkt eines beliebigen Dreiecks auf k1 durch Schnitt von zwei der drei zugehorigen Mittelsenkrechten
erhalten.

Da M auflerhalb von k; liegt, kann man die durch M verlaufenden Tangenten ¢; und ¢5 an k; kon-
struieren. Dazu schneide man den Kreis um den Mittelpunkt der Strecke M M; und dem Durchmesser
M M, mit k1 und erhalte die Berithrungspunkte B und Bs. Die Geraden M By und M Bs sind dann
die gesuchten Tangenten t; bzw. t5 an k.

Begriindung zur Tangentenkonstruktion:

Nach Konstruktion und Satz von Thales sind die Dreiecke AM M; B, und AM M, By rechtwinklig,
da B; und By auf dem Kreis mit Durchmesser M M liegen. Also sind die Geraden M By und By M,
bzw. M Bs und By M, jeweils senkrecht zueinander. Dabei sind By M7 und By M; Radien, auf die die
Geraden M By bzw. M By in den Punkten auf der Kreislinie senkrecht stehen. Die Geraden M B; und
M Bs beriihren also kq in By bzw. Bs, sind demnach Tangenten an k; und verlaufen durch M.

Weiter zur Konstruktion:

Man konstruiere geméafl Teilaufgabe a) die Spiegelpunkte B von By und B} von Bs, errichte auf ¢
die Senkrechte durch Bf, auf ¢ty die Senkrechte durch B} und bezeichne deren Schnittpunkt als M.
Abschlieend konstruiere man den Kreis k] um M’ durch Bj.

Begrindung:

Da alle Punkte auf k; im von ¢; und 2 aufgespannten Winkel mit Scheitelpunkt M liegen, muss dies
analog fiir k7 auch gelten, da ja auch alle von M ausgehenden und durch Punkte von k; verlaufenden
Strahlen in diesem Winkel liefen.

Da t, sowie to jeweils nur einen Punkt mit k1 gemeinsam haben, muss das fiir k] auch gelten. Setzen
wir hier voraus, dass das Bild eines Kreises k1, der nicht durch M verlduft, wieder ein Kreis ist, erhélt
man dessen Mittelpunkt also dadurch, dass man die Orthogonalen durch die konstruierten Beriih-
rungspunkte an den Tangenten schneidet.

Es bleibt zu zeigen, dass k] tatsidchlich das Bild von k; ist. Sei dazu P ein von By und Bs verschiedener
Punkt auf k1 und @ der zweite Schnittpunkt des von M ausgehenden Strahl s durch P mit k. Dann
gilt nach dem Sekanten-Tangentensatz bezogen auf den Kreis k1 die Gleichung |M P|-|M Q| = |M By |?.
Es seien P’ und Q' die Spiegelpunkte von P bzw. Q. Dann liegen diese beiden Punkte auch auf dem
Strahl s und es gilt |[MP|- |[MP'| =r* = |MQ| - |MQ'|, also

DY Y17 P L N Y (L.l R V721"
= P g P i) B \[asy]) — M

Damit gilt nach der Umkehrung des Sekanten-Tangentensatz, dass die drei Punkte P/, Q' und Bj auf
einem Kreis liegen, fiir den die Gerade M B/ eine Tangente ist. Also liegen die Bilder aller Punkte von
ki auf ki.

Da die Spiegelung an k bei zweifacher Ausfithrung jeden Punkt wieder auf sich selbst abbildet und
das Bild aller Punkte von k] nach der gleichen Argumentation auf k; liegen muss, ist tatsichlich der
gesamte Kreis k7 das Bild der Punkte des gesamten Kreises k.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 081243:




http://www.olympiade-mathematik.de

a) Zum Beweis der Abgeschlossenheit seien u,v € M, also 0 < u < cund 0 < v < ¢. Dann ist offensichtlich
auch u ® v als Quotient einer nichtnegativen reellen Zahl u 4+ v und einer positiven reellen Zahl
1+ % >14+ % =1 > 0 selbst nichtnegativ. Weiterhin ist

u—+v 2 2
uRv<ce <cesawtow<ctwes < —cu—cvtuv=(c—u)(c—v)

uv
1 sz

was offensichtlich wegen v < ¢ und v < ¢ wahr ist.

Fur den Beweis der Assoziativitat berechnen wir beide Terme:

2
u+tv s Ut » CHtmtw
wev)@w= "y ow=c" 5 S T TR
1+T c® + uv c?+c i
02(u+v)+c2w+uvw
_ SRR Plututw) +uvw
B (utv)w 2 4oy 4 ww + vw
I+ c2+uv + +
und
2 2
2 c“utuvw+c - (v+w
2 v+ w 2 u+c 'cgi_:fw c2+vw( )
u®(v®w):u® C m =cC - 212 vtw u(v+w)
c U mre 1+ o

_ Alutv+w) + ww
4w+ uw 4 ww

sodass offenbar (u®v)@w = u®(vQw) gilt. Damit ist M beziiglich der Verkniipfung ® eine Halbgruppe.

b) Es ist

UR V], = U® vy &> 02 X C;L:;);l — 62 . C;Lj:;};l = ('LL+’[)1)(62 —I—’LLUg) = (u+02)(c2 —|—’LLUl)

= uc? + UQUQ + 1)102 + uvivg = uc? + u21)1 + v202 —+ Uv1vy
S u?(vy —v1) — (v2 —v1)e? = (vg —v1)(u? — ) =0
Da aber u < c gilt, ist u? — > #0,als0 u @ V1 = U Q@ Vg & Vg — V1 = 0 & vy = Vs.
Weiterhin ist ® kommutativ, da fiir alle uv € M die Beziehung

u+v v+u ®
= = = u
I+%  1+%

UQv

gilt.

Insbesondere folgt also aus v ® u = v ® u sofort durch Ausnutzung der Kommutativitdt auf beiden
Seiten der Gleichung u ® v; = u ® vo, und daraus — wie eben gezeigt — wieder v; = vs.

Damit ist die (kommutative) Halbgruppe (M, ®) regulér.
Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 081244:

Aufgrund der zweiten Gleichung haben beide Variablen das gleiche Vorzeichen. Wéren beide negativ, so
auch = + y. Dann wére aber log,(z + y) nicht definiert. Demnach sind sowohl = als auch y positiv. Damit
log,(z — y) definiert ist, muss 2 > y gelten, also aufgrund der zweiten Gleichung dann z +y > x > /3.
Damit ist log,(x + y) stehts positiv und die Betragsstriche konnen entfallen.
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Es verbleiben zwei Falle:
1. Fall: x —y > 1.

Dann ist auch log,(z — y) > 0 und die erste Gleichung wird zu

3 =logy (v +y) +log,( — y) = logy(2* — ?)

also 22 — y? = 8 bzw. 2* — (2y)? = 2* — 9 = 822, was mit der Substitution ¢+ = z? {ibergeht in die
quadratische Gleichung ¢2 — 8t — 9 = 0, die die Losungen 44+/16 + 9 = 445 hat. Da t = 22 > 0 ist, entfillt
die negative Losung —1 und es verbleibt t = 22 = 9, also 2 = 3 und y = 1. Die Probe bestitigt, dass diese
Variablenbelegung auch das Ausgangsgleichungssystem 10st.

2. Fall: x —y < 1.

Dann ist log,(z — y) < 0, sodass die erste Gleichung iibergeht in

r+y
3 =logy(z +y) — logy(z — y) = log, <x - y>

alsoS:ﬂbzw x+y=8(x—y),also 9y = 7Tz bzw. y =

z und damit 3 = xy = ,$ , welches auf
r2=9- 7und(wegenx>0)aufx—3 [ 3£sow1ey—g @

Zur Probe: Esist -y = 7 -y/21- % -4/21 = = - 21 = 3, sodass die zweite Gleichung erfiillt ist. Weiterhin ist

1
x+y:%~\/ﬁ+§~\/ 17% 21 =

E\

sodass man log,(z + y) = log,(16) — log,(v/21) = 4 — L log 2(21) erhilt. Da 21 < 256 ist, folgt 3 log,(21) <
11og,(256) = % -8 =4, sodass |10g2(x +y)| =logy(z +y) = 4 — Llog,(21) gilt.
Dariiber hinaus ist © —y = = \ﬁ - = \ﬁ 9 7 V21 = sodass man

loga (¢ — ) = logy(2) — logy (V2T) = 1 - %10g2<21>

erhélt. Wegen 21 > 4 ist 1logy(21) > 1logy(4) = 3 -2 = 1, sodass |logy(z — y)| = —logy(z — y) =

Llog,(21) — 1 ist. Zusammen mit dem zuvor berechneten ist dann |log,(z + )| + |logy(z — y)| = 4 —
3 logy(21) — Flogy(21) — 1 =4 — 1 = 3, sodass auch die zweite Gleichung von diesem Paar erfiillt wird.

Zusammen ergeben sich also genau zwei Losungspaare, ndmlich

(t9) = (3,1) oder (r,y)= (i VAL L Vﬁ)

Aufgeschrieben und gelost von cyriz

Losung 081245:
Es ist

. . _ 5 5\ . -
sin 5z = 5sin x cos® 13:—(3 sin® z cos® 3z + 5 sin® z cos® "’ x

= 5sina cos® 2 — 10sin® x cos® x + sin®
=sinz(5cos*  — 10(1 — cos? ) cos® x + (1 — cos? x)?)
=sinz(5cos 2 — 10cos? z + 10cos” 2 4+ 1 — 2cos® x + cos? ) = sin2(16 cos 2 — 12cos® x + 1)

1
= 16sinx <cos4a: — icos T+ 16)
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Es bleibt also zu zeigen:

sin(xfi)sin(awrz)sin fo—W sin x+2—7r —(:054£ch§¢0523£+i
5 5 5 5) 4 16
Fiir die linke Seite nutzen wir nun (zweimal) die Produktformel:
1 21 1 47
— —— ) = 2 — —— | = 2
5 (cos ( 3 ) cos( x)) 5 (cos ( E ) cos( x))
1 2 4
=-(—-2cos?z + 1+ cos _r —2cos?z 4+ 1+ cos _r
4 5 5
—cos4x—lcos2x 2+ cos —2—7 + cos _41 +
N 2 5 5
1 cos 721 + cos 74—7T + cos 721 cos 741 +1
4 5 5 5 5

Direkte Berechnung der Summe und des Produkts:
Das Produkt ist einfach und braucht nur die Doppelwinkelfunktion des Sinus:

s (2 ) (1) = 2D ) on () _ m(Eeon () s ()

5 5

1
5 -
sin (2—”) N 2sin (2—”) N 2~2'sin(2”) 4

5 5

Fur die Summe braucht man zudem noch die Produktformel des Kosinus:

2 4 3 3 3
cos (;) + cos (;) = cos (577 — 75T> + cos (; + 7;) = 2cos <;) cos (%) = —2sin <17r—0) cos (g)

s () con (B eos (5) _ —sin(Beos (5) _ —sin (%) _ 1
cos (1”—0) cos (1”—0) 2 cos (1”—0) 2

Alternativ lassen sich Produkt und Summe auch iiber die Einzelwerte berechnen, welche Rainer Miiller in
041244 verwendet. Im Gegensatz zu seiner Methode kénnte man diese Werte wie folgt berechnen:

Es ist
c0s(72°) = 2cos?(36°) — 1 = 2cos?(144°) — 1 = 2(2cos?(72°) — 1)®> — 1 = 8 cos*(72°) — 8 cos?(72°) + 1
Damit ist ¢ = cos(72°) Nullstelle von 8t* + 82 —t + 1.

Offensichtlich ist ¢ = 1 Nullstelle. Es folgt damit 8¢% + 8¢2 — ¢ + 1 = (¢t — 1)(8¢% + 82 — 1)
Der zweite Faktor ist offensichtlich

8t3 4 4t? F 41 — 1 =422t + 1) + (2t — 1)(2t + 1) = (2t + 1)(4t> + 2t — 1)

Die Kosinuswerte fiir t =1 und ¢t = —% sind bekannt. Damit muss 4t + 2t — 1 der Faktor werden, welcher
Null ergibt. Vom Verlauf der Kosinusfunktion weifl man, welche Nullstelle zu wéhlen ist.

Aufgeschrieben und gelost von einem Mitglied des Matheplaneten
2. Lésungsweg:

Es sei 2z := cosz + isinz und es sei w := e . Dann ist w? eine primitive fiinfte Einheitswurzel und somit
gilt v — 1= (u—1)(u— w?)(u —w)(u —w 2)(u —w™?) fiir alle v € C. AuBerdem haben z und w beide
Betrag 1, also gilt z = % und @ = 1.

w
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Somit ist
. 5_ 1.5 5
sin(5z) = Im2° = 2—(2 —277)
i
L 10 1 2\5
== 1) =5= —1
225 ¢ )= gD
1
= ﬁ(z2 — (2% =) (2 - (P —w (2 —w™)
Wegen
2 2k ki, —k _ 1 k k. o; —k ; ko ke
27 —w = 2w (2w — 27 W) = 2w" - 2iIm (2w ") = 2iz - W - sin ==
folgt weiter:
1
sin(bz) = ,—S(z2 — (22— ) —wh (2 —w ) (P —wh

21z

1 2 2
=05 (2i2)° - WOTIT27172 Lgin g sin (x - %) sin (:c - ;) sin (Jc + %) sin (Jc + 57T>

= 16sinz sin (m — z) sin ( x — 21 sin (m—i— K) sin ( z + 2—7T

B 5 5 5 5)°
Aufgeschrieben und geldst von Nuramon
Losung 081246:
Anmerkung: Diese Aufgabe ist mit der Aufgabe 101242 identisch.

Es ist unmittelbar klar, dass F' ebenfalls ein Polynom vom Grade n mit reellen Koeffizienten ist.

Da f keine reellen Nullstellen hat, muss n gerade sein und es muss entweder Vo € R : f(z) > 0 oder
Ve € R: f(x) <0 gelten. O.B.d.A. gelte Ve € R : f(z) > 0.

Da F den gleichen Grad und den gleichen Leitkoeffizienten wie f hat, hat F ein globales Minimum, d.h. es
existiert ein o € R mit Vo € R: F(x) > F(x¢). Es geniigt daher zu zeigen, dass F(zo) > 0 gilt.

Fiir alle z € R gilt f(z) = F(z) — hF'(z). Das kann man leicht nachrechnen oder es sich abstrakt mit der
geometrischen Reihe herleiten (beachte, dass die Ableitung auf der Menge der Polynome vom Grad < n ein

nilpotenter Operator ist):
o) . dk d -1
F= h*—f={1—h— .
kZ:o dzk / ( dx) /

Wegen F'(zg) = 0 folgt somit
F(ﬁ()) = f(x()) + hF/(xo) = f(l'()) > 0.

Aufgeschrieben und geldst von Nuramon




