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7. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 9
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 070921:
Man ermittle die Anzahl aller Paare zweistelliger natiirlicher Zahlen (m, n), fir die m +n = 111 gilt.

Aufgabe 070922:
Fiir zwei rationale Zahlen a und b gelten die vier Ungleichungen

a+b#3; a— b # 10; a-b#b; a:b=#18,75.

Die Zahlen 3; 10; 5 und 18,75 stimmen jedoch (in anderer Reihenfolge) mit je einer der Zahlen a + b, a — b,
a-bund a : b iiberein.

Ermitteln Sie die Zahlen a und b!

Aufgabe 070923:

In einer alten Denksportaufgabe soll man einen Graben, der iiberall gleich breit ist und einen rechtwinkligen
Knick macht, mit Hilfe von zwei Bohlen iiberqueren, die genau so lang sind, wie der Graben breit ist. Die
gesuchte Losung (ohne Berticksichtigung der Breite der Bretter) ist die in der Abbildung gezeichnete.

a) Zeigen Sie durch eine Rechnung, daf diese Losung richtig ist!

b) Die Breite des Grabens und die Lénge der Bohlen sei a, die Breite der Bohlen sei b. Welchen Wert hat
das Verhaltnis b : a, wenn die Bretter die in der Abbildung gezeigte Lage haben?

(Ein Durchbiegen der Bohlen und eine bedingte Tragfahigkeit des Grabenrandes sollen nicht berticksichtigt
werden.)

Aufgabe 070924:
Einem regelméfigen Oktaeder ist eine Kugel umschrieben.

Berechnen Sie das Verhéltnis der Oberflicheninhalte beider Figuren!
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7. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 9
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 070921:

Zunichst soll die Variable m mit dem grofiten zweistelligen Wert, ndmlich der Zahl 99 belegt werden.

In diesem speziellen Fall miisste der Wert der Variablen n = 12 betragen, um die Bedingung der gestellten
Aufgabe zu erfiillen, da 111 — 99 = 12 gilt.

Jetzt soll der Variable n der grofite zweistellige Wert, also die Zahl 99 zugewiesen werden.

Nun muss der Wert der Variablen m = 12 sein, um der Forderung der Aufgabenstellung gerecht zu werden.
Zwischen diesen beiden Grenzwerten fiir (m,n), ndmlich (99, 12) und (12,99), sind alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlenpaare (m, n) moglich, solange m im Intervall 99 = m = 12 bleibt und demnach fiir die Bildung
von n die Gleichung n = 111 —m verwendet wird. Dekrementiert man die Variable m um einen bestimmten
Wert und inkrementiert gleichzeitig die Variable n um den gleichen Wert, bleibt auch der Betrag der Summe
m + n konstant bei 111.

Zur Bestimmung der Anzahl der moglichen Paare (m,n) geniigt es also, die Anzahl der moglichen verschie-
denen Werte fiir die Variable m im Bereich 99 = m 2 12 zu ermitteln.

Da die Variable m auch die beiden Grenzwerte des Bereiches zwischen 12 und 99 annehmen kann, berechnet
sich sie Anzahl der moglichen Variablenwerte aus der Differenz des oberen und des unteren Grenzwertes des
Bereiches zuziiglich der Ziffer eins. Wir erhalten also 99-124+1=88 verschiedene Moglichkeiten fiir m.

Daher gibt es auch genau 88 Paare zweistelliger natiirlicher Zahlen (m,n) fur die m 4+ n = 111 gilt.
Losung 070922:
gegeben:
a+b# 3 a—b# 10 a-b# 5 a:b# 18,75 a,beR
gesucht:
a,b
Losung:

Wir bilden zunéchst das Produkt aus den linken Seiten der Ungleichungen a - b und a : b.
Somit ergibt sich:

a-b-a 5

(a-b)-(a:b)= , —ea=a (1)

Demnach miissen bei den vorgegebenen Werten 3, 10, 5 und 18,75 mindestens 2 Zahlen existieren,
deren Produkt eine solche Quadratzahl ergibt, dass deren Wurzel eine rationale Zahl darstellt.

! 4!
Bei zwei Faktoren (k) und vier moglichen Werten (n) gibt es genau o i Al = a—9) =12

Moglichkeiten zur Bildung dieses Produktes.
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Beriicksichtigt man nun noch die Tatsache, dass die Faktoren eines Produktes vertauscht werden
12
konnen (Kommutativgesetz), so bleiben demnach noch 5 = 6 verschiedene Moglichkeiten zur

Produktbildung iibrig.
Diese sind in der nachfolgenden Tabelle aufgefiihrt:

[ Méglichkeit | Faktor 1| Faktor 2| Produkt (a?) | Quadratwurzel aus Produkt (a) |

1 3 5 15 nicht rational
2 3 10 30 nicht rational
3 3 18,75 56,25 7,5 bzw. -7,5
4 5 10 50 nicht rational
5 5 18,75 93,75 nicht rational
6 10 18,75 187,5 nicht rational

Wie aus der oben stehenden Tabelle ersichtlich, ist nur bei der Mdéglichkeit drei das gebildete
Produkt ein Quadrat aus einer rationalen Zahl. Alle anderen Mdoglichkeiten erfiillen diese Be-
dingung nicht und entfallen somit.

Daher bleibt fiir a? nur das Produkt 56,25 iibrig, mithin ergibt sich fiir a:

a = /56,25

Die Variable a besitzt also zwei Losungen, ndmlich:
ay = 7, 5 ag = *7, 5 (2)

Betrachten wir nun nochmals die Gleichung (1).
Wegen (a-b) - (a:b) =a? und a? = 56,25 = 3 - 18,75 gilt:

(a-b)-(a:b)=3-18,75 (3)
Damit bestehen nun fir die beiden Faktoren (a - b) und (a : b) folgende zwei Moglichkeiten:
— 1. Fall: (a-b) =3; (a:b) =18,75

In diesem ersten Fall ergeben sich wegen b = 3 bzw. b = ﬁ flir die Variable b
a )

unter Berticksichtigung von (2) folgende Losungen:

3 3 3 3
b= =750 b= "5 Y @

— 2. Fall: (a-b) =18,75; (a:b) =3

18,75

Im zweiten Fall ergeben sich wegen b = bzw. b = % fiir die Variable b unter

Beriicksichtigung von (2) folgende Losungen:

18,75 18,75 18,75 18,75
[ ’ :275 b2:’7: ’ =

b
T 7.5 a —7.5

—2.5 (5)

Die Fallunterscheidung ist damit vollstdndig.

Wir haben nun bis zu diesem Zeitpunkt fiir die Variablen a und b vier mogliche Zahlenpaa-
re gefunden. Diese lauten:
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| Moglichkeit | Variable a | Variable b | Summe a + b |

1 75 0,4 7.9

2 75 0.4 7.9
3 75 25 10,0
4 75 25 -10,0

Um nun die vier verbleibenden Moglichkeiten weiter einzugrenzen, bilden wir schliellich noch
die Summe a + b und ergénzen die oben stehende Tabelle entsprechend (siche Spalte 4).

Nur die Summe der dritten Moglichkeit stimmt mit einer der vorgegebenen Zahlen (3; 5; 10;
18,75) tiberein. Wir haben demnach genau die Losung der Aufgabenstellung gefunden.
Sie lautet a = 7,5 und b = 2, 5.

Abschlieflend kontrollieren wir noch, ob die gefundenen Werte alle Bedingungen der gestellten
Aufgabe erfiillen. Dazu setzen wir die ermittelten Variablenwerte entsprechend ein:

754254 3  7,5—-25# 10 7,5-2,5# 5 7,5:2,5# 18,75
7,542,5=10 7,5-2,5=5 7,5-2,5=18,75  7,5:2,5=3

Da wir nach dem Einsetzen nur wahre Aussagen erhalten haben, wurde die gefundene Loésung
bestétigt.

Aufgeschrieben und gelost von Stefan Knott

Losung 070923:

Planfigur Aufgabenteil a: Planfigur Aufgabenteil b:
- a - B a -
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Skizzen nicht maf3stabsgerecht !

Aufgabenteil a:
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Zunéachst ermitteln wir die maximale Entfernung, die durch die beiden Bretter mit der Léange
a Uberbriickt werden kann. Dazu setzten wir laut Aufgabenstellung voraus, dass die Breite der
Bretter unberiicksichtigt bleibt und das diese so wie auf der Abbildung dargestellt, im rechten
Winkel zueinander liegen (rote durchgehenden Linien in der linken Planfigur).

Mithin gilt:

AB=IYV =a (1)
ﬂ:ﬁ:g 2)

Demnach ist das Dreieck ABC rechtwinklig mit der Strecke C'L als Héhe.
Nach dem Hohensatz gilt:

(CL)’ =4L-BL (3)
Aus (2) und (3) folgt somit:
——=2 a a -— 5+ _ G
_ 2
(CL)2 = (g) | radizieren (5)
— a
L=2
oT-4 )

Wegen (2) und (6) ist damit aber auch:
AL=BL=CL=3 (7)

Damit betrigt die Ldnge der maximal iiberbriickbaren Strecke mit 2 Brettern:

3

a+ :ia (8)

a
2

Berechnen wir nun die Entfernung der beiden Grabenecken (Punkte X und Y).

Laut Aufgabenstellung stellt das Viereck XUYV ein Quadrat mit der Seitenldnge a dar, die
Strecke XY entspricht genau der Diagonalen dieses Quadrates.

Fiir die Diagonale d eines Quadrates gilt:

d=a-V2 9)
In unseren speziellen Fall bedeutet dies:
XY =a-V2 (10)

Vergleichen wir nun die maximal iiberbriickbare Strecke (8) mit der Entfernung der beiden
Grabenecken (10):

ga a-v?2 (11)

Da die Variable a in jeden der beiden Terme (8) und (10) vorkommt, kénnen diese zur Verein-
fachung des Vergleiches noch jeweils durch a dividiert werden:

a | :a a-VvV2 | :a (12)

V2 (13)

Njw N W
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Somit geniigt es nun die beiden reellen Zahlen % und /2 miteinander zu vergleichen.
Es gilt % > /2, daher kann der Graben mit Hilfe der beiden Bretter iiberquert werden.

Aufgabenteil b:

Die nachfolgenden Betrachtungen beziehen sich auf die rechte der beiden oben stehenden Plan-
figuren.
Wie bereits im Aufgabenteil a gezeigt, betrégt die Léinge der Strecke XY:

XY =a-V2 (14)

Weiterhin ist laut den Bedingungen der Aufgabenstellung das Dreieck ZEX rechtwinklig und
gleichschenklig. In einem solchen Dreieck betrigt die Winkelgréfle eines Basiswinkels genau 45°,
so natiirlich auch der Basiswinkel ZFE X im Dreieck ZEX.

Die Winkel ZFE X und DEF sind Scheitelwinkel, daher haben diese die gleiche Grofie. Auflerdem
handelt es sich bei den verwendeten Bohlen um rechteckige Bretter, daher ist das Dreieck DEF
ebenfalls gleichschenklig und rechtwinklig. Mithin ist die Dreieckseite DF eben dieses Dreieckes
die Breite b der verwendeten Bretter, daher gilt:

DF—TF b (15)
Ein weiteres gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck ist das Dreieck X E'L, somit ist:
XI=FL (16)

Die Strecke FL besteht aus den Teilabschnitten EF und EL, entsprechend den gestellten Vor-
aussetzungen betrigt ihre Linge § (siehe auch (2)), demnach ist:

a

§=FZ=EF+EI (17)

Aus (15), (16) und (17) ergibt sich durch Substitution von EF und EL :

5 =EF+EL | EF =b (18)

g:b+Ez |EL=XL (19)

a _

5 =b+XL |—b (20)
XL=2"» (21)

2

Das Dreieck GY H ist ebenfalls gleichschenklig und rechtwinklig (rechter Winkel bei Punkt H).
Auflerdem entspricht, wie aus der Planfigur ersichtlich, die Lénge der Kathete GH der halben
Breite eines Brettes. Es ist:

éﬁ:?ﬁ:g (22)

Die Linge der Strecke LY ergibt sich nun aus der Differenz der Strecken LH und Y H, wobei ja
LH der Gesamtlidnge eines Brettes a entspricht:

IV-TH-YH=-a-YVH (23)
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Y H ersetzen wir noch durch den Term (22) und erhalten somit fiir LY :

IV —a-YVH |YH:g (24)

f?:a—g (25)

@raeh‘cen wir schlieBlich wieder die Strecke XY . Diese setzt sich aus den Teilstrecken X L und
LY zusammen, somit ist:

XY =XL+LY (26)

Die Substitution der Teilstrecken X L und LY durch die Terme (21) und (25) ergibt:

XY =XL+1LY | L:gfb (27)
a . _ b

XY—(§—b)+LY | IV =a—3 (28)

b

XY = (g - b) + (a - ) | Klammern auflésen (29)
2 2

= a b

XY = 5" b+a— 3 | zZusammenfassen (30)

— 3 3

XY = 370~ 5" b | ausklammern (31)

3

XY:§~(a—b) (32)

Wir haben nun zwei verschiedene Moglichkeiten erhalten, die Lange der Strecke XY zu berech-
nen, namlich mit den beiden Gleichungen (14) und (32).
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Um schliellich das gesuchte Verhéltnis b : a zu ermitteln, setzen wir wie folgt fort:

XY =a-V?2 | siehe (14) (33)
XY:g-(a—b) | siehe (32), XY =XY (34)
3 .
a-V2= 5 (a—0) | Bruch erweitern (35)
3-(a—0) 2
W=7 .2
a-v2 5 -3 (36)
2
g-a-\/iza—b | a ausklammern (37)
2 b
3-a-\/§:a-<1—a> | :a (38)
2 b b
Z.Vo2=1-= - 39
3 vz a |+a (39)
b 2 2
ZrZV2=1 — 2.2 40
—+3V2 | -3 V2 (40)
b 2 .
-=1- 3 V2 | Produkt als Bruch schreiben (41)
a

b:a:l—Q'T‘/i (42)

2.2

Das Verhéltnis b : a hat den Wert von 1 — —3 wenn die Bretter die in der Abbildung
gezeigte Lage haben.

Losung 070924:
gegeben:

regelméfiges Oktaeder mit Kugel umschrieben

gesucht:
Verhiltnis Oberflicheninhalt Oktaeder Aogiq zum Oberflicheninhalt Kugel Aguger,
also Aokta : Akugel

Losung:

Um das Verhéltnis der Oberflacheninhalte der beiden Figuren zu bestimmen, miissen diese Fla-
chen zunédchst bekannt sein.

Der Oberflicheninhalt einer Kugel Ay ger ldsst sich leicht mit der allgemein giiltigen Formel
AKugel:4'7r'r2 (1)
bestimmen.

Die Formel zur Berechnung des Oberflicheninhaltes eines regelméfligen Oktaeders lautet:

Aokta =2-a*-V/3 (2)
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Nun miissen wir noch einem Zusammenhang zwischen dem Radius r der Kugel und der Kanten-
lange a des Oktaeders herstellen. Halbiert man den Oktaeder genau zwischen den beiden Spitzen,
so erhalt man als Schnittfliche ein Quadrat mit der Seitenldnge a, die ja auch gleichzeitig der
Kantenldnge des vorgegebenen Oktaeders entspricht.

Fir die Lange d der Diagonale eines Quadrates in Abhéngigkeit seiner Seitenldnge a gilt:
d=vV2-a2=+2-a (3)

Der Radius r der umschreibenden Kugel entspricht nun genau der Hilfte der Léange der Diago-
nalen dieses Schnittflichenquadrates.
Unter Berticksichtigung von (3) ist daher:

V2-a
r=— (4)

Wir ersetzen nun in der Gleichung (1) zur Bestimmung des Oberflicheninhaltes der Kugel den
Radius r durch den Term (4) und erhalten somit fiir die Oberflache der Kugel:

: PRRL ®)

Aguger =4 -m-1 5

V2-a
2

2
Aguger =47 ) | Potenz bilden (6)

L2
Agyger =4 -7+ (2 a ) | kiirzen (7)

4
a2
Aguger =4-m 2) | als Bruch schreiben (8)
4.1 a2
AKugel = % | kiirzen (9)
AKugel =27 a2 (10)

Schlussendlich sind wir nun in der Lage, das gesuchte Verhéltnis zu bilden, in dem wir die
Gleichungen zur Ermittlung der entsprechenden Flichen (2) und (10) zueinander ins Verhéltnis
setzen:

Aokta  2-a%-V/3

: . 11
AKugel 2.7-a2 | urzen ( )
A
Aoﬂ = @ | Verhéltnis mit Dezimalpunkt schreiben (12)
Kugel s
Aoktu, . AKugel = \/§ T (13)

Abschlieflend kann also gesagt werden:

Der Oberflacheninhalt des regelméfligen Oktaeders verhélt sich zum Oberflicheninhalt der um-
schreibenden Kugel wie v/3 zu 7.

10



