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8. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 081231:
Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die Gleichung

2r b1 Ardboa e
a(z+a)  w—2a a(r+a)(z—2a) '

Dabei sei a eine reelle Zahl. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 081232:

a) Man untersuche, ob die Zahlenfolge a,, = v/25n2 4+ 7n + 1 — 5n, streng monoton fallend ist.

b) Beweisen Sie, daf} alle Glieder a,, dieser Folge groler als 0,7 sind.

Aufgabe 081233:
Es sei P, P, eine Strecke in einer Ebene € und g die Gerade, die diese Strecke enthélt.

a) Von einem Punkt @ auf g, der nicht auf P; P, liegt, werden an alle die Kreise in ¢, die P; P; als Sehne
besitzen, die Tangenten gelegt.

Beweisen Sie! Die Beriihrungspunkte dieser Tangenten liegen auf einem Kreis um Q.
b) Es seien Q1 und Q2 zwei verschiedene Punkte auf g, die nicht auf der Strecke P; P liegen.

Beweisen Sie! Die beiden Kreise um ()7 und )2, die fiir diese Punkte die Bedingung des Aufgabenteiles
a) erfiillen, haben keinen Punkt gemeinsam.

Aufgabe 081234:

Durch die Verbesserung der Lebensbedingungen und des Gesundheitsschutzes konnte in der DDR die Tuber-
kulose mit grolem Erfolg bekdmpft werden. Wéhrend im Jahre 1950 noch 92 760 Erkrankungen an aktiver
Tuberkulose auftraten, ging diese Zahl in den folgenden 16 Jahren auf 13777 im Jahre 1966 zuriick.

a) Um wieviel Prozent nahm jahrlich die Anzahl der Erkrankungen ab, wenn man eine gleichbleibende
jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt (was, abgesehen von geringen Schwankungen, der Wirk-
lichkeit entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum 1950 bis 1966 die sogenannte Halbwertzeit, d.h. diejenige Zeit,
in der die Anzahl der Fille auf die Hélfte gesenkt wurde (Angabe in Jahren mit einer Stelle nach dem
Komma)?
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¢) Mit wieviel Erkrankungsfillen ist im Jahre 1970 zu rechnen, wenn man weiter eine gleichbleibende
jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt?

Aufgabe 081235:

Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide und die ihr umbeschriebene Kugel. Uber diese Pyramide und diese
Kugel werden die folgenden Aussagen gemacht:

1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso lang wie der Durchmesser der Kugel.
2) Die Léngen der beiden anderen Grundkanten verhalten sich wie 3 : 4.

3) Das Volumen der Pyramide betrigt 40 cm?.

5) Die Grundfliche der Pyramide ist ein rechtwinkliges Dreieck.

(
(
(
(
(
(6

)
)
4) Alle Kanten der Pyramide sind einander paarweise gleich lang.
)
)

Die Hohe der Pyramide ist ebenso lang wie der Radius der Kugel.

Es sei bekannt, dafl von den obigen sechs Aussagen eine Aussage falsch und die iibrigen Aussagen wahr sind.

Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

Aufgabe 081236:
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fir die die Gleichung

6 4

sin® z + cos® z = a (sin® 2 4 cos® z)

mindestens eine reelle Losung hat. Ferner sind sdmtliche Losungen fir a = % anzugeben.
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8. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 12
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 081231:

Damit die Briiche definiert sind, miissen die Nenner verschieden von Null sein. Also gilt a # 0, z # —a und
x # 2a. Unter diesen Bedingungen geht die Gleichung durch Multiplikation mit dem Hauptnenner tiber in

2z(x — 2a) + a(z +a) =4z + 6 — a bzw.
0=22% —dazx +ax +a* —4x — 6+ a = 22° — (3a + 4)z + (a* + a — 6)

Diese quadratische Gleichung in x hat die Losungen

3a+4i\/(3a+4)2 8 (a2+a—6) 3a+4+v9a%+24a+ 16 —8a% —8a +48
16 16 N 4 N

T1/2 = 1

_3a+4+va®+16a+64 3a+4+(a+38)
B 4 N 4

Es ergibt sich

3a+4—(a+8) 2a—4 a 3a+4+a+8
T = = =—-—-1 und zo=—"-—7—7"—"=

4 4 2 4

Es sind hierbei noch die auftretenden Scheinlésungen auszuschlieflen, die eine der drei Bedingungen a # 0,
x # —a bzw. x # 2a nicht erfiillen.

a+3

1. Fall: 21 = —a. Dann ist § — 1= —a bzw. a — 2 = —2a, also a = %
2. Fall: x5 = —a. Dann ist a + 3 = —a, also a = —%.
3. Fall: xy = 2a. Dann ist § — 1 = 2a bzw. a — 2 = 4a, also a = —%.

4. Fall: x5 = 2a. Dann ist a + 3 = 2a, also a = 3.

Fiir alle anderen reellen Werte von a sind genau die beiden Werte x1 = § — 1 und z3 = a + 3 Losungen der
Ausgangsgleichung, die genau fiir a = —8 zusammenfallen und sonst voneinander verschieden sind.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 081232:
Die Folge a,, ist streng monoton fallend genau dann, wenn es auch die Folge b, = a,, — % auch ist. Dabei

ist

by, =V2m2+Tn+1-— <5n+7)

10
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(V252 ¥ Tn+ 1 — (5n+45)) - (V22 + T+ L+ 50+ 15)  (250° +Tn+ 1) — (5n+ %)’

V2502 + Tn+ 14 5n + 15 V252 + Tn+1+5n+ &

(2502 +Tn+1) — (2502 + Tn + £5)
a V2502 +Tn+ 1+ 5n + &

51
100

B V2502 +Tn+1+5n+ &

Da der Zéhler dieses Bruchs konstant, der Nenner aber eine in n streng monoton wachsende Funktion ist,
ist die Folge b, — und mit ihr auch die Folge a, streng monoton fallend. Dariiber hinaus sind fir alle n

Zahler und Nenner von b,, offensichtlich positiv, sodass fiir alle n b, > 0 und a,, = b,, +

7 7

Aufgeschrieben und gelost von cyriz

Losung 081233:

a)

Fiir einen Bertihrungspunkt B eines Kreises k, der die Sehne P Py enthélt (und fiir den also g eine
Sekante ist, die auch den Punkt @ enthélt) mit der Tangente durch @ gilt nach dem Sekanten-
Tangentensatz | BQ|? = |QP;| - |QPz|. Insbesondere ist die rechte Seite dieser Gleichung konstant und
nicht vom betrachteten Kreis k& abhéngig. Damit liegen alle diese Berithrungspunkte fiir alle solche

Kreise k auf einem Kreis um @ mit Radius \/|QP| - |QPs|.

Wir nehmen an, es gibe einen Punkt B, der auf beiden Kreisen nach Aufgabenteil a) um @1 bzw. Q2
liegt. Dabei sind zur Lage des Punktes B zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: B liegt nicht auf g. Dann gibt es genau einen Kreis, der die drei Punkte B, P; und P, enthilt.
Sein Mittelpunkt sei M. Nach Aufgabenteil a) bertihren aber sowohl die Gerade Q1B als auch Q2B
den Kreis k in B und stehen somit senkrecht auf M B. Da es nur eine solche Orthogonale zu M B durch
B gibt, miissen die beiden Geraden Q1 B und Q2B identisch sein, ihre Schnittpunkte mit g aber auch.
Da B nicht auf g liegt, ist dieser Schnittpunkt aber eindeutig bestimmt, sodass 1 = @2 entgegen der
Voraussetzung folgen wiirde, was ein Widerspruch ist.

Fall 2: B liegt auf g. Es seien r1 = /|Q1P1] - |Q1P2| und ro = \/|Q2P1| - |Q2P»| die Radien der beiden

Kreise. Wir unterscheiden zwei Unterfalle:

Fall 2.1: @1 und Q> liegen auf verschiedenen Seiten von Py Ps. O.B.d.A. gelte |Q1P1| < |Q1P;|. Dann
ist 1 < \/|Q1Ps] - |Q1P2] = |Q1P2| < |Q1Q2]. Analog ist auch ro < |@Q1Q2|. Damit muss jeder

Schnittpunkt B beider Kreise auf g zwischen ihnen liegen.

Dann ist

1Q1Q2] = |Q1B| + |Q2B| = V]Q1P1| - Q1P| + /]Q21P,| - [Q2 P3| <

< % (|Q1 P+ |Q1Pa| + |Q2P1| + |Q2Pa|) = [Qi M| + [MQ2| = |Q1Q2]

was ein Widerspruch ist.

Fall 2.2.: @1 und @ liegen auf der gleichen Seite von P;P,. O.B.d.A. liegen die Punkte dann in
der Reihenfolge Q2, @1, P1, P> auf g. Es ist dann wegen |P1Q2| > |P1Q1] und |P2Q2| > |P2Q1] auch
ro > r1. Insbesondere kann dann nicht B "vor" Qs liegen, da dann r; = |BQ1| = |BQ2| + |Q1Q2| > 72
gelten misste, was ein Widerspruch ist. Auch kann B nicht auf der Strecke Q21 liegen, da sonst der
Widerspruch durch Q2P| < 1o < |Q2B| + |BQ1] = |Q20Q1| < |Q2Py| folgen wiirde.

Also muss B auf g "nach" @ liegen. Da |Q2P;| < 1o < |Q2P] gilt, liegt der einzige Schnittpunkt des
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Kreises um )2 mit g, der "nach" @ liegt, auf der Strecke P; P,. Dieser hat die Entfernung ro — |Q2 P |
von P;. Analog hat der Schnittpunkt des Kreises um (1 mit g, der "nach" @); auf g liegt, die Entfer-
nung r; — |Q1P1| von P;. Damit B als Schnittpunkt dieser beiden Kreise an der angegebenen Stelle
existiert, miissen diese Werte gleich sein.

Es seien = und ¢ positive reelle Zahlen. Wir betrachten die Funktion fi(x) := \/x - (t + ) — . Dann
ist die Entfernung des zu betrachtenden Schnittpunktes des Kreises um @2 mit g von P; gleich
fip, | (|Q2P1|) und analog die des Schnittpunktes des Kreises um Q1 von P; gleich fip, p,|(|Q1P1]). Es
geniigt also fiir die Nichtexistenz eines gemeinsamen Schnittpunktes B beider Kreise auf g zu zeigen,
dass fiir konstantes ¢t > 0 die Funktion f;(z) streng monoton fiir alle x > 0 ist.

Es ist dabei f/(x) = % . \/2””(7':7_?_) — 1. Um die strenge Monotonie fiir f;(z) zu zeigen, geniigt es zu
xZ- xT

zeigen, dass fiir die zu betrachtenden positiven Werte von z stets auch f/(z) > 0 ist. Fir = ¢ ist
dies jedenfalls der Fall, denn f{(t) = - 25 —1=1.-% — 1> 0. Die letzte Ungleichung sieht man

—2 Ve 22
dadurch ein, dass man sie aquivalent zu % . % > 1 bzw. 3 > 2v/2 und schlieBlich der offensichtlich

wahren Ungleichung 9 > 4 - 2 = 8 umformt.

Wire fi(x) nicht streng monoton fiir alle > 0, so miisste es also aufgrund der Stetigkeit von f/(z)
mindestens eine Nullstelle dieser Funktion geben. Es ist aber die Gleichung f;(z) = 0 dquivalent zu

1. 2wet _ )
R 1 bzw. 2z +t = 2y/x - (t + x), woraus
4o 4 dat + 12 = (22 4+ t)? = 4a(t + x) = 4o’ + 4at

also t? = 0 und damit ¢ = 0 folgt, was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Damit hat f{(x) fur alle ¢t > 0 keine Nullstellen, ist f;(z) streng monoton und nimmt also fiir verschiedene
Argumente = auch verschiedene Funktionswerte an. Insbesondere sind also wegen P; # P, und Q1 # Q2
auch fp, p,|(|Q1P1]) und fip, p,|(|Q2P1|) verschieden, sodass die beiden Kreise geméf Teilaufgabe a) um Q
bzw. Q2 keinen gemeinsamen Punkt auf g, und damit auch auf ganz e, besitzen, 0.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 081234:

a)

Es sei ¢ der (als konstant angenommene) Quotient der Anzahl der Krankheitsfille in einem Jahr be-
zogen auf die des Vorjahres.

Dann gilt aufgrund der Aufgabenstellung 92760 - ¢'¢ = 13777 bzw. ¢ = %/ ég;gg Mit einem Taschen-

rechner erhdlt man ¢ ~ 0.8876, sodass die Anzahl der Krankheitsfialle im Schnitt pro Jahr um ca.
11.24% zurtickgegangen ist.

Bemerkung: Als diese Aufgabe gestellt wurde, waren Taschenrechner noch nicht verfiigbar, wohl aber
Logarithmentafeln.

An diesen liest man leicht 1g(1.3777) ~ 0.139 und 1g(9.2670) ~ 0.967 ab, woraus man lg (55720 ~

0.139 —0.967 = —0.828 und damit 1g(q) ~ _%gs ~ —0.052 erhélt. Wieder kann man an einer solchen
Tafel den Wert 10170052 = 100948 ~ 8.872 ablesen, was auf ¢ ~ 0.8872 fiihrt. Die Rechnung wird
natiirlich genauer, wenn man nicht nur drei-stellige Mantissen, wie hier angenommen, zur Verfiigung
hat. Es stellt sich auch die Frage, fiir welche Werte die Tabellen vorlagen...

Fiir die Halbwertszeit ¢, gemessen in Jahren, gilt ¢* = %, also t-1g(q) = —1g(2) baw. t = —i% ~ 5.8,
sodass knapp alle Jahre eine Halbierung der Anzahl der Krankheitsfille eintritt.

Nimmt man weiter eine gleichbleibende prozentuale Verringerung der Krankheitsfille pro Jahr an,
so sinkt deren Anzahl von 1966 bis 1970 um den Faktor ¢*, sodass man dann etwa noch ca. 13777 -
0.8876* =~ 8500 Krankheitsfille erwartet.
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Aufgeschrieben und gelost von cyriz

Losung 081235:
Die Aussagen 1) und 4) kénnen nicht beide gleichzeitig erfiillt sein, da es héchstens eine Kante mit Lange
des Kugeldurchmessers geben kann.

Eine Pyramide mit der rechtwinkligen Grundfliche mit den Seiten 3;4;5 und einer Hohe 2,5, wobei die
Spitze iiber dem Mittelpunkt der Hypotenuse liegt, erfiillt die Bedingungen 1), 2), 5) und 6).

Diese hat das Volumen V = %Gh = %3—24 - 2,5 = 5. Streckung um den Faktor 2 ergibt eine Pyramide mit

den Volumen 40 und den Grundkanten 6;8;10. Die anderen Kanten sind gleichlang, da die Spitze direkt
itber dem Mittelpunkt des Umkreises der Grundfléiche liegt und haben die Linge 5v/2.

Dieses ldsst sich leicht an dem gleichschenkligen und rechtwinkligen Dreieck bestehend aus der Hypotenuse
und der Spitze ablesen.

Aufgeschrieben und gelost von TomTom31/

Losung 081236:
Unter Verwendung von

. : . : 3 .
sin® z + cos® 2 = (sin® x + cos® x)® — 3sin® z cos® z(sin® z + cos®z) = 1 — 1 sin?(2x)

sowie

4 2

. . . 1 .
sin? z + cos® = (sin® x + cos® )% — 2sin® zcos® x = 1 — = sin?(2x)

wird die Ausgangsgleichung zu
1
1- % sin?(2z) = a <1 ~3 sin2(2x))

woraus sich unmittelbar

4(a —1)

. 22 —
sin”(2z) 95 3

(1)
und wegen 0 < sin?(2z) < 1 die Bedingung § < a < 1 fiir a ergibt. Speziell fiir a = 2 ist (1) dann équivalent

zu
V2

sin(2z) = iT

mit den offensichtlichen Losungen
z= (2k+1)% (k € 7)

Aufgeschrieben und gelost von weird




