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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 301041:

Zur Konstruktion eines Vierecks ABCD seien die Streckenldngen a = 3cm, ¢ = 6cm, e = 27cm, f =
v/108 cm und die Winkelgrole ¢ = 60° vorgegeben. Gefordert wird:

1) Die Seite AB hat die Linge AB = a.

2) Die Seite C'D hat die Linge CD = c.

4

(1)

(2)

(3) Die Diagonale AC hat die Linge AC = e.
(4) Die Diagonale BD hat die Linge BD = f.
(5)

5) Die Diagonalen AC' und BD schneiden sich in einem Punkt S, fiir diesen hat der Winkel xASB die

Grofle .

(a) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABCD die geforderten Bedingungen erfiillt, dann kann es aus den
gegebenen Groflen a, ¢, e, f, ¢ konstruiert werden.

(b) Beschreiben Sie eine Konstruktion und fithren Sie die beschriebene Konstruktion durch!

(¢) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABC'D nach Ihrer Beschreibung konstruiert werden kann, dann erfiillt
es die geforderten Bedingungen!

(d) Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz genau ein Viereck ABCD gibt, das die geforderten Bedin-
gungen erfullt!

Aufgabe 301042:

Es seien z1, x5 ... x, Zahlen, von denen jede entweder gleich 1 oder gleich -1 ist. Ferner sei z,41 = 21,
Tpta = Ta, Tpys = x3; fir jedes ¢ = 1,...,n sei

Pi = Xi - Tig1 - Tit2 " Tit3, und es werde p; +p2+ ... +p, =0 vorausgesetzt.
Man beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets folgt: n ist durch 4 teilbar.
Aufgabe 301043A:

Untersuchen Sie, ob es eine natiirliche Zahl m derart gibt, dal es zu jeder positiven natiirlichen Zahl k
hochstens m natiirliche Zahlen ¢ gibt, mit denen die Zahl \/t + k - v/t rational ist.

Aufgabe 301043B:
Im Raum seien vier Punkte A, B, C, D so gelegen, dafl zwischen ihnen folgende Absténde auftreten:
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AB =72 cm; AC = 9,6 cm; AD = 15,6 cm; BC = 12,0 cm; BD = 15,6 cm; CD = 15,6 cm.

Ermitteln Sie den Radius r derjenigen Kugel, auf deren Oberfliche diese vier Punkte liegen!

Aufgabe 301044:

Untersuchen Sie, ob es eine fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion f so gibt, daf$§ fiir alle natiirlichen
Zahlen a und b die Gleichung

fla)+ f(a+b) — f(a—b) = a® + 4b + 2 gilt!

Aufgabe 301045:

Ein Mathematiklehrer, der demnéchst den Fldcheninhalt von Kreisen behandeln wollte, stellte folgende
vorbereitende Hausaufgabe:

Auf kariertem Papier (quadratische Késtchen) der Seitenldnge 5 mm) sollten die Schiiler um einen Eckpunkt
eines Késtchens Kreise mit den Radien 1 cm, 2 cm, 3 ¢cm, 4 cm und 5 cm zeichnen. Zu jedem dieser Kreise
sollten sie unter allen Kéastchen, die gemeinsame Punkte mit der Kreisfliche haben, diejenigen zéhlen,

a) die vollstandig in der Kreisfliche enthalten sind,
b) deren Vereinigungsmenge die Kreisfliche vollstdndig iiberdeckt.

Offenbar ergibt das Produkt des Flacheninhaltes eines Késtchens mit der in (a) gefundenen Anzahl einen zu
kleinen Néherungswert fiir den Flidcheninhalt des Kreises, mit der in (b) gefundenen Anzahl dagegen einen
zu grofen Naherungswert. Anschlieflend sollte noch das arithmetische Mittel dieser beiden Naherungswerte
(als ein dritter Naherungswert) berechnet werden.

Die Schiiler, die sehr sorgfiltig gearbeitet hatten, erhielten folgende Ergebnisse:

Radius r in cm Anzahl der Késtchen Néaherungswert des Verfligung
bei a) bei b) Flicheninhalts in cm?

1 4 16 (1+4):2=2,5

2 32 60 (8+15):2=11,5

3 88 132 (22+433):2=27,5

4 164 224 41 +56) : 2 =48,5

5 276 344 69 +86) : 2 ="77,5

Nun wurde bemerkt, dafl jeweils die Mafizahlen des dritten Ndherungswertes sémtlich nach dem Komma
die Ziffer 5 haben. Trifft das auch bei der Wahl aller Radien r zu, deren Maflzahlen in cm die natiirlichen
Zahlen grofer als 5 sind?

Aufgabe 301046:

Das Arbeitsblatt zeigt die Bilder A’, B/, C', D', E’, F’, G’ von sieben Eckpunkten A, B, C, D, E, F, G
eines Korpers bei Parallelprojektion. Dieser Koérper hat aulerdem noch einen Eckpunkt H; die Oberfliche
des Korpers besteht aus sechs ebenen Vierecken ABCD, ABFE, ADHE, BCGF, CDHG, EFGH. Die

Kanten AB, BC, BF werden (bei der Sicht auf die Zeichenebene in Projektionsrichtung) von davor liegenden
Flachen verdeckt; daher sind A’B’, B'C’, B'F’ gestrichelt gezeichnet.

Konstruieren Sie unter diesen Voraussetzungen das Bild H' des Punktes H und die Bilder der von H
ausgehenden Kanten! Begriinden und beschreiben Sie Thre Konstruktion! (siehe Abbildung)
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30. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Klasse 10
Losungen

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 301041:

(a)

Wenn ein Viereck ABCD die geforderten Bedingungen (1) bis (5) erfiillt, so folgt:

Fiir den Schnittpunkt C’ der Parallelen g’ durch C zur Geraden g durch A, B und der Parallelen h’
durch B zur Geraden durch A, C ist ABC’C ein Parallelogramm. Daher ist BC” = AC, nach (3) also
BC’ = e. Weiter ist BC'||AC, nach dem Wechselwinkelsatz und nach (5) also < DBC’" = <ASB = ¢.
Damit und mit (4), also BD = f, sind im Dreieck DBC’ die Léngen zweier Seiten und die GroBe des
eingeschlossenen Winkels gegeben.

Ferner ist CC” = AB, nach (1) also CC” = a, und nach (2) ist CD = c. Daher liegt C auf dem Kreis
k1 um C’ mit a und auf dem Kreis k> um D mit c.

Der Punkt A liegt auf g und h, und nach (5) haben die Strecken AC und BD einen Schnittpunkt S
miteinander.

Damit ist bewiesen, dass ABCD durch folgende Konstruktin erhalten werden kann:

[1] Man konstuiert ein Dreieck DBC’ mit BD = f, BC' = e, <DBC’" = .
[2] Man konstruiert den Kreis k1 um C’ mit a und den Kreis k; um D mit c.

[3] Man wihlt einen gemeinsamen Punkt von k; und ks als C, falls fiir ihn folgendes gilt: Schneiden
sich die Parallele g durch B zur Geraden g’ durch C, C’ und die Parallele h durch C zur Geraden
h’ durch B, C’ in A, so schneiden die Strecken AC und BD einander.

Durchfithrung der Konstruktion : Abb. 1.301042, ohne gestrichelte Linien.

Wenn ein Viereck ABCD nach dieser Beschreibung konstruiert werden kann, so folgt:

Nach den Konstruktionsschritten [1] und [2] ist BD = f und CD = c, also sind (4) und (2) erfiillt.
Nach [3] ist ABC’C ein Parallelogramm. Daher und nach [1],[2] ist AC = BC” = eund AB = CC’ = a,
also sind (3) und (1) erfiillt. Nach der Wahl von C in [3] schneiden sich AC und BD in einem Punkt
S, und wegen AC||BC' folgt nach dem Wechselwinkelsatz sowie nach [1], dass <ASB = <DBC’" = ¢
gilt, also auch (5) erfiillt ist.

Der Konstruktionsschritt [1] ist nach dem Kongruenzsatz sws bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar.
Wegen BD = /108 cm = 2 x v/27 cm = 2 x BC’" und <DBC’ = 60° wird dabei DC’ in einem
gleichseitigen Dreieck BB’D (siehe Abb. 1301041, gestrichelte Linien) Seitenhalbierende und zugleich
Hohe, und es folgt DC” = BC” x v/3 = V27 x /3 cm = 9 cm = a + ¢. Also haben die in [2]
konstruierten Kreise k1 , ko genau einen Punkt, ihren Beriihrungspunkt C, gemeinsam, und D liegt
auf der Verlangerung von C’C iiber C hinaus. Daher (und weil B im Parallelogramm ABC’C der Ecke
C gegentiberliegt) schneiden sich BD und AC. Also fiihrt [3] auf eindeutig bestimmte Punkte C und
A.

Somit gibt es bis auf Kongruenz genau ein Viereck ABCD, das (1) bis (5) erfiillt.
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Bemerkungen:

1. Sogleich bei dem in (a) geforderten Nachweis und dementsprechend auch in (b) bis (d) konnen die Be-
ziehungen f = 2e und ey/3 = a + ¢ (gezeigt und dann) genutzt werden, aus denen folgt, dass im Dreieck
mit den Seitenldngen e, a + ¢, f die jeweils gegeniiberliegenden Innenwinkel die Grofien 30°, 60°(= ), 90°
haben.

2. Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir den gemeinsamen Punkt C der Kreise k1 , k2 (und damit fiir
das Viereck ABCD) ist zwar auch einer mit idealer Genauigkeit ausgefithrten Konstruktion zu entnehmen.
Da jedoch selbst kleinste Abweichungen von idealer Genauigkeit die Enscheidung, ob ky , ko keinen, genau
einen gemeinsamen Punkt oder genau zwei Schnittpunkte haben, wieder vollig offenlassen, ist bei dieser
Aufgabe zur vollstindigen Losung von (d) ein theoretisch gefithrter Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
erforderlich. Fiir einen solchen Beweis kann iibrigens auch - im Sinne der vorigen Bemerkung - eine kon-
struktive Vorgabe der Langen e und f (z.B. als ganze bzw. halbe Seitenlidnge) eines gleichseitigen Dreiecks
der Hohenlénge a + c) herangezogen werden. Moglich sind natiirlich auch noch andere Hilfsmittel, z.B. der
Trigonometrie oder der Nutzung von Koordinaten.

Aufgeschrieben von Christiane Reif$ — Quelle: (0)

Losung 301042:

Nach Voraussetzung ist auch jede der Zahlen p1, po,...,p, entweder gleich 1 oder gleich -1. Wegen p; + p2 +
... + pp = 0 ist die Anzahl m der p; = 1 gleich der Anzahl der p;, = —1. Also gilt n = 2m.
Mit dieser Anzahl m gilt einerseits p1 X p2 X ... X p,, = (—=1)™. Andererseits enthélt dieses Produkt

P1 X P2 X oo X Py = T1XT2X3T4 X T2X3T4T5 X ... X TpX1T2T3

jeden Faktor z; genau 4 mal (ndmlich innerhalb der Teilprodukte xixax3x4,..., ,T12223 genau einmal
an erster, genau einmal an zweiter, genau einmal an dritter und genau einmal an vierter Stelle); also ist
p1 X p2 X ... X p, = 1. Daher ist m gerade und folglich n=2m durch 4 teilbar, w.z.b.w.

Aufgeschrieben von Christiane Reifs — Quelle: (0)

Losung 301043A:

Eine derartige Zahl m gibt es nicht; im Gegenteil gilt: Fiir jede natiirliche Zahl m gibt es eine natiirliche
Zahl k > 0 und zu ihr mehr als m natiirliche Zahlen t, mit denen \/t + k x /¢ rational ist.

Zum Beweis geniigt es, fiir jede natiirliche Zahl m > 0 ein Beispiel einer natiirlichen Zahl k£ > 0 und paarweise
voneinander verschiedener Zahlen t1, %o, ...t 11 anzugeben und mit ihnen die Zahlen /t; +k X v/t; (i =
1,...,m + 1) als rational nachzuweisen. Ein solches Beispiel bilden die Zahlen

E=022-1)x(32-1)x ... x (m+1)2 -1),
t1 =0,

2 .
ti = 7(7;2111)2 (1:2,..-,m+1).
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Sie sind ndmlich s&mtlich natiirliche Zahlen; k ist positiv; es gilt to > t3 > ... > t,,41 > 0, also sind

\/t1+/€><\/ﬂ =0,
VEF RV =@t +hx
= E I (E D)

xi(i=2,...,m+1)

t1, ..., tm+1 paarweise voneinander verschieden, und die Zahlen

=7
sind (natiirliche, also) rationale Zahlen. o
Ein anderes Beispiel bilden die Zahlen k = 22™*! und t; = (2271 —29)% (i = 0,...,m), wie aus tg > ... > t,,
und \/t; + k x /t; = VYt x /VE + k= (2271 = 29)(22m =1 4 29) folgt. Zu solchen Beispielen gelangt man
z.B., indem man z = \/t + k x v/t als x2+%2 = (\/f+§)2 schreibt und mit dem Ansatz z = p*—¢?2, % = 2pq,

V4 % = p? + ¢° pythagoreischer Tripel bei passender Wahl von k dann m ganzzahlige t = (p — 4—’2)4 erhalt.

Aufgeschrieben von Christiane Reifs — Quelle: (0)

Losung 301043B:

Wegen AB =3-2,4cm; AC =4-2,4cm; BC =5-2,4 cm und 3% + 42 = 52, also AB’ +TCQ :Bic’Q, ist
das Dreieck ABC nach der Umkehrung des Satzes des Pythagoras bei A rechtwinklig.

Dreht man, ausgehend von einem Netz ABC DDy D3 des Tetraeders ABCD (siehe Abb. L 301043B), die
Dreiecke BCD1,CADs und ABD3 um BC, CA bzw. AB so, dass D1, D> und D3 im Punkt D zusammen-
treffen, so beschreiben dabei D1, Dy und D3 Kreisbogen ki, ks, k3.

Bild 1. Abb. L 301043B

Deren Bilder ki, kb, k4 bei senkrechter Projektion auf die Zeichenebene sind geradlinig und senkrecht auf
BC, CA bzw. AB. Da die Dreiecke BCD;, CADy, ABDs3 gleichschenklig sind, gehen ki, k5, k5 durch die
Mittelpunkte von BC, C A bzw. AB; d.h. sie sind die Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC'. Ihr Schnittpunkt,
das Bild D’ von D bei senkrechter Projektion auf die Zeichenebene, ist also der Umkreismittelpunkt von
ABC, und dieser ist nach der Umkehrung des Thalessatzes der Mittelpunkt der Hypotenuse BC.

Da der Mittelpunkt M derjenigen Kugel, auf deren Oberfliche A, B, C und D liegen, insbesondere gleiche
Absténde r zu A, B und C hat, liegt er auf der Senkrechten, die im Umkreismittelpunkt von ABC auf der
Zeichenebene errichtet wird; d.h. M liegt auf D’D und ist folglich der Umkreismittelpunkt des Dreiecks
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BCD (Abb. L 301043B zeigt seine Lage M;, wenn das Dreieck BCD in die Lage BC'D; gedreht ist).
Damit und mit BD’ = %BC = 6 cm folgt nach dem Satz des Pythagoras einerseits

D'D'=BD’ - BD",
wegen BD =13-1,2 cm ; BD’ =5-1,2 cm und 132 — 52 = 122 also
DD’ =12-1,2 cm;
andererseits folgt
(D'D —r)? +BD” = r?,
(D'D)? + BD" — 2r - D'D = 0,

BD®  (13-1,2)? 132.0,1
cm = B)

cm = 8,45 cm.

T’:2.‘D/D) 24.1,2

____ BD _—_
(Die Formel r- D'D = - BD folgt auch, weil M auf der Mittelsenkrechen QM von BD liegt und daher

AMQD ~ ABD’D ist.)

In einem zweiten Losungweg mit Koordinaten kann man etwa A, B, C, D mit (0;0;0), (7,2;0;0), (p; g;0),
(u;v;w) (¢ > 0, w > 0) ansetzen und aus AC = 9,6; BC = 12; AD = BD = CD = 15,6 fiinf Gleichungen
fir p, ¢, u, v, w gewinnen. Sie ergeben p = 0;

q = 9,6; u=36; v =48 w=144. Fiir den Mittelpunkt (z;y;z) und den Radius r der Kugel ergeben
dann MA = MB = MC = MD = r vier Gleichungen fir z, y, z, r. Sie fiihren auf x = 3,6; y = 4,8; z =
5,95 und den gesuchten Wert r = 8,45.

Aufgeschrieben von Christiane Reifs — Quelle: (0)

Losung 301044:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301045:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)

Losung 301046:

Aufgeschrieben von Unbekannt — Quelle: (0)
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Quellenverzeichnis

(0) Unbekannt




