L 11/12;1 - XVI. Olympiade Junger. 'lhfpemtiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

L3sungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 und 12 = 1, Tag -

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

6 L8s . 5_Punkte

Es sei (x, y) eine reelle Ldsung des Gleichungssystems (1), (2). .

Dann gilt 2 2
X «y +y~-x=0,

also (x=y)x+y=1)=0. (3)
Die Gleichung (3) ist nur dann erfiillt, wenn
X=-y=0 oder x+y~-1=0 gilt,
1) Es sei x =y = 0, aleo x = y. Dann folgt aus (1)
x° + xX=2 =0,
Diese quadratische Gleichung hat nu.f die Lvsungen
x4 = 1; denn ist y, = 1 ;
Xy ==2; dann ist Vo = -2 .
2)Es sél X +y=-1=0, also y = 1 = Xx. Dann folgt aus (1)
%2 = x=1a0.

Diese quadratische Gleichung hat nur die L¥sungen

x a.]-—""ﬁ; danniatxs=1—--ﬂ'

3 2 2 ’

x4'=1—;E; dann ist y4=1-%ﬁ.

Wern also das Glelchungssystem reelle Lidsungen hat, so kinnen
es nur die Paare

(1, 1), (2, -2), (12 15Y5, 15V, 1405,

sein, Die Probe zeigt, da.B das tatsdchlich Losungen von (1),
(2) sinds

' 2
12+1-2; (-2)2+(-2)=2; (1"' ) +31"ﬁ=2;

,(1- )2+%’ﬂ=_2.
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612 Losungs: 7 Punkte

Eine Ebene durch die Achse des Kegels schneidet diesen in einem
gleichschenkligen Dreieck ABC (mit AB als Grundlinie) und die n-te
Kugel in einem Kreis k . Nun gilt AB = 2r; die zugehorige Hohe
hat die Linge h, auf dieser Hohe liegt fiir jedes n =1, 2, ...
der Mittelpunkt M von k o« Die Schnittpunkte jeweils von k mit
der Hohe seien so mit P -1 und P, bezeichnet, daB auf der Acbse
insgesamt die Anordnung P ’ P1, P2, eeo entsteht, Die Parallele
durch P zu AB schneide SA in A das Lot von Ngn auf SA habe den
Fquunkt Q¢ Dann gilt n;?n—‘l- E'T; M_P_ = r,, ferner flihren
wir fir _die folgenden einander gleichen Lelngen der Tangenten=-
abschnitte die Bezeichnung s = AnQn = AnPn = AnQn-1 ein..

Insbesondere wird 4 = 4, 8, = T

Nun sind fiir beliebiges n die Vierecke A nmn+1Qn+1 und l%Qn )

Drachenvierecke mit rechten Winkeln bei Qpy1? Pn und Qn. Somit

0
1et QA Ty = 180° - FRAQ = JHKQT,, also sind die

Drachenvierecke einander #&hnlich mit

W‘W W‘W P__lg n-1n-1’

also f—e'-—1 = -sé = rn 2 eee = E‘l °
82 Tn  Bpaq v
r, 2 b o ‘8 r
Daraus folgt (...1.) = B, n ...&*'i,
r Sn I‘n rn

Aus der Ahmlichkeit der Dreiecke SQM, und SP A, folgt ferner

N
Ir

T

: 2.2 2)

Hieraus ergibt sich einerseits (h - r1) r® = rj (h + r

h%r? - 2hr1r2 = rfhz,
2

°ry T Ton

1 = = = R
h r Tn !
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also die Aussage, da3 (rn) eine geometrische Folge mit dem Quotien=

h - 2r 2
ten q = 1 ist, andererseits %—1- -1 .@,
h v E + 1‘2 + X
— L]
r1 r
rh
ry = .

Daher ist der gefundene Quotient

q=1- E;l =1 = 2.r - ﬁ? + r2 =z .
Vh2+r2+r Vh§+r2+r

Hiernach gilt - als gesuchte Formel zur Ermittlung von T, -

=1 n-1q
LT = vh

h™ 4+ r® - »
( + ¢+ )R

Hinweis zur Korrektur: Entsprechend der Aufgabenformulierung kann
auch eine andere (z. B. eine rekursive) Darstellung der Folge
(rn) als Ldsung gewertet werden, wenn sie gestattet, T, durch
(eventuell im Sinne der Rekursion zu wiederholendes) Einsetzen

in angegebene Formeln aus r und h zu gewinnen, und wenn zusdtz-
lich gezeigt ist, daB eine geometrische Folge mit dem behaupteten
Quotienten vorliegt.
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An-1

Abb. L 1232
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612 Lgs : T _Punkte

Eine in der Aufgasbe genannte Strecke heiBe "zweifarbig", wenn sie
zwei verschiedenfarbige Punkte miteinander verbindet, sonst "ein-
farbig". Ein Punkt ist genau dann auBergewdhnlich, wenn von ihm
mehr zweifarbige als einfarbige Strecken ausgehen. Wird ein auBer-
gewshnlicher Punkt umgefdrbt, so gehen danach von ihm mehr einfar-
bige als zweifarbige Strecken aus, widhrend alle nicht von ihm aus-
gehenden Strecken unverdndert bleiben. Daher wird bei jeder Aus=

__wahl eines Punktes und seinem Umférben die Anzahl der zwelfarbi-

geh Strecken kleiner.

KzZme man nicht nach endlich vielen Schritten auf diese Weise zum
Ziel, so miiBte es eine Menge geben, von der aus unendlich viele
Umfarbungen der genannten Art mdglich wéren, und es entsténde als
Folge der Anzahlen der jeweils vorliegenden zweifarbigen Strecken
somit eine unendliche streng monoton abnehmende Folge natiirlichexr
Zahlen, was nicht moglich ist.

Dieser Widerspruch beweist die zu zeigende Behauptung.
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L 11/12;1IT XVI. Olymplade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)

Losungen und Punktbewertung

Olympiedeklassen 11/12 - 2, Tag

612 Lysungs 6_Punkte
a) Fir beliebige x, y und 2 =W ~ (x + y) gilt:
€08 2X + €08 2y =~ cos 2z = 2co08(x+y) oos(x=y) + 1 = 20032(x+y)
[ 1 2 12
= =2 | cos(x+y) - 5 €08 (x=y)| + 5 €08 (x=y) + 1.
sowie
=2 | cos (x+y) = % cos (x--y):]2 €0 und
% cos? (z=y) S :
Hieraus folgt:

CO8 2X + €08 2y = co8 2% s 0 + ; + 1= g.

b) Aus dleser Herleitung folgt ferner, daB in (1) genau dann das
Gleichheitszeichen gilt, wenn

cos (x+y) - % 008 (x=y) = 0 und cos® (x-y) = 1 gelten.
Dies ist gleichwertig mit der Aussage, es gelte

entweder: cos (x~y) = 1 und cos (x+y) = %

oder: co8 (x=y) = =1 und cos (x+y) = - %.
Nun ist cos (x~y) = 1 genau dann erfiillt, wenn
X=-y=2h (h ganzzahlig) (2)
gilt, und cos (x+y) = % gilt genau dann, wenn entweder
. X4y =‘g + 2k, (k1 ganzzahlig) (3)
oder T
T4y ==3+ 2kéﬁ (k, ganzzahlig) (3")
gilt,
Ferner ist cos (x~y) = -1 genau dann erfiillt, wenn
X=-y=T+2h'"rT (h' ganzzahlig) (4)

30 06 30-1/1000/77 (204)



L 11/12;1T° v
gilt, und cos (x+y) = - % gilt genau dann, wenn entweder

X+y= 231-7-4. 2k1"ii' (k1' ganzzahlig) (5)
edet X+y == -Z-JL& Zké'ff (ké ganzzahlig) (5')
gllte

Mt (2), (3) und z = W - (x+y) ist gleichwertig
=T+ Gy, y=F+ (kgmh )T, z = 2Y - kW
(hy,k, ganz),  (6)
mit (2), (3') wnd z = T = (x+y) ist gleichwertig
b4 =-g+ (k2+h2)1f ¥y == %"f (kz'he)‘ﬂ' y 2 % ig"' 2k2’ir
(h,,k, ganz),  (7)
mit (4), (5) und z = W - (x+y) ist gleichwertig
x =20+ g, 3= -+ Gejon)A, 2= I-agn

(bj,ki ganz), (8)
mit (4), (5') und z = W = (x+y) ist gleichwertig '

x e Ggmpr 3 == 5 o, 5 = 5 - 2y

(ag,ky ganz),  (9)

’161235) L¥sungs: Punkte

Untexr allen Dreiecken, deren Eckpunk"te zu der gegebenen Menge ge-
hdren, werde ein solches Dreieck ABC ausgewiéhlt, dessen Fléchen=-
inhal?t F maximal ist. Nach Voraussetzung gibt es unter diesen
Dreiecken mindestens eines mit positivem Flécheninhalt, also

gilt insbesondere F> 0, d. h. das Dreieck ABC kann nicht ent-
artet sein.

Durch A, B und C werde jeweils die Parallele zur gegeniiberliegen-
den Dreiecksseite gezogen. Der Fliécheninhalt des so gebildeten
Dreiecks A'B'C' (Abb. L 1235) ist 4F, wegen F S 1 also nicht gro-
Ser als 4. ’
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Im Innern dieses Dreiecks A'B'C' oder auf seinem Rand liegen dann
alle Punkte der gegebenen Menge; denn gibe es in ihr einen Punkt P
auBSerhaldb des Dreiecks A'B'C', so befiénde sich dieser o0.B.d.A. auf
der C' nicht enthaltenden Seite der Geraden durch A' und B'. Dann
wire aber der Flécheninhalt des Dreiecks ABP grifer als der Fli-~
cheninhalt F des Dreiecks ABC, was der vorausgesetzten Maximali-
t4t von F widerspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen.

B’ AN c A -

Abb. L 1235

C’
161236 _A) L¥sungs 8 Punkte
Y a) Es sei M der Mittelpunkt und
p ~ » der Radius des zu x gehdren~-
1 . den Kreises. Ferner sel
R X Q .
é;\ R 4 (0; cos x).
/ \ ¥ Dann ist PX = 1 = cos x,
r , M=2r~(1~-cos x)
M¥ Abb. L 1236 A und AQ = x.

In dem rechtwinkligen Dreieck MQA gilt nach dem Lehrsatz des
Pythagoras g
‘ E- - (1 = cos xﬂ + x° = 12,

2r (1 - cos x) = (1 - cos »x)2 + x°, (1)

Daraus ergibt sich als gesuchte Funktion f diejenige, fiir die

2 2 2 2
(0 eral Loz rsl st a2 g (o pme ()

1st.

b) Es gilt weiterhin fiir 0 < x & '5'2
. 2 :
r=f (x) 3% (2 +(x - sin x?):(1 + cos x)),
sin®x

2
=% 2 + ((Tﬁi_x) - 1)'(1 + cos x):].
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Wegen 1im === = 1 gilt also
x-» 0 gin x

1mr(x)-,:,[2+(1-1).(1+1)]-1.
X0 .
. : ST
¢) Aus Gleichung (1) erhilt man auch wegen 0 < x 5
. 2 -
X ).
1 - cos X

r‘-f(x)=%(1-¢osx+
Daraus folgt

1 2
£1(x) = 3 (sin x +

2x (1 = ¢cos X) = X
(1 - .cos x)¢

o sin-x)

Wegen 1 = co8 x = sin x o tan :'éE erhdlt man

X _X
tanz 3

f'(x) = % (8in x + 2x ¢ sin x o m’n

‘Wegen tan § > Z gilt fur alle x mit o<xsg

£'(x) >0, do he £ (x) ist streng monoton steigend.

Da die Funktion f im Intervall 0 < x 3 g’ streng monoton wachsend

ist, da fermer

’ 2
1 T
;L:im g (x) =1 und £ (g)__- 5+ 3

ist, gllt also : 2
1<t (@) $}+F

Dabei nimmt die Funktion f£ jeden Werit aus dem halboffenen Inter-

vall 2
I=(1,%+g] (2)
auch wirklich an.

£ (x) fir 0< x ST
Beweis: Die Funktion g mit g(x) ={

2

1 firx=0

18t wegen lim £(x) = 1 in (0, 3] stetig und nimmt folg-
. x-=0

lich nach dem Zwischenwertsatz jeden Wert aus

(2(0), g(f)]an ma zwar in (0, 1.
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Da g in diesem Intervall mit f ibereinstimmt, nimmt £
jeden Wert aus (g(0), g(g)] = (1, gz] an.
Daher ist der Wertebereich der Funktion f das Inter-

vall I.

161226 B) Lsungs 8_Punkte

Es sei fiir beliebige p € M, q € M, » € M, s ¢ M

i p/q = X, also X o q = D, (1)

r/s =y, alsoy o s =r, (2)
p/r = u, alsou e°.r =p, (3)
q/s = v, also Vv o8 = q, . (4)
x/y = 2, also z oy = X, (5)
u/vaw, alsowo vV a=u. , (6)

Aus (1), (3) folgt x o q =u e
Hieraus und aus (5), (4), (6), (2) folgt

(zoy)o(vos)=(wov)oe(yos)
Nach der vorausgesetzien Beziehung ist dies

, =(Weoy)o (vos)

Da genau ein Element in M existiert, das mit v o s verkniipft das
Element auf den Seiten dieser Gleichung ergibt, folgt

Z2 0y = WO Yo
Da genau ein Element in M existiert, das mit y verkniipft das
Element auf den Seiten dieser Gleichung ergibt, folgt

%2 2 We

Nach (5), (6) besagt dies x/y = u/v, und nach (1), (2), (3),
~ (4) vesagt dies (p/q)/(x/s) = (p/r)/(a/8), w.z.b.W.



