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1. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011111:

Es ist zu beweisen, daf§ bei beliebigem n (n eine natiirliche Zahl) die Zahl 62" — 1 durch 7 teilbar ist.

Aufgabe 011112:

Ein Dampfer fahrt auf einem Flufl von A nach B 3 Stunden und bei gleicher Maschinenleistung von B nach
A 4% Stunden.

Wie lange braucht ein nur von der Strémung getriebenes Fahrzeug fiir den Weg von A nach B?

Aufgabe 011113:
Kann man einen Wiirfel durch eine Ebene so teilen, daf3 der erhaltene Schnitt ein

a) gleichseitiges Dreieck,
b) Quadrat,

c¢) regelméBiges Fiinfeck,
d) regelméaBiges Sechseck

ist? Die Behauptungen sind zu beweisen!

Aufgabe 011114:

Es seien ein Dreieck P; P, P35 und ein beliebiger Punkt P im Innern des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte
der Geraden P, P, P, P bzw. P3P mit den gegeniiberliegenden Seiten seien @1, @2, Q3.

Es ist zu beweisen, dafl unter den Verhéltnissen

PP PP PP
PQ," PQ; PQs

wenigstens eines nicht grofler als 2 und wenigstens eines nicht kleiner als 2 ist.

Aufgabe 011115:

Setzt man einen Wiirfel aus 8 gleichen Wiirfeln zusammen, wobei in jeder Dimension 2 Wiirfel nebenein-
anderliegen, und streicht ihn mit Farbe an, dann besteht der Wiirfel aus 8 Wiirfeln, bei denen je 3 Flachen
angestrichen sind. Nun soll ein Wiirfel aus gleichen Wiirfeln so zusammengesetzt werden, dafl in jeder
Dimension 3 Wiirfel nebeneinanderliegen. Der zusammengesetzte Wiirfel werde wieder angestrichen.

a) Wieviel der kleinen Wiirfel haben keine angestrichene Fliche, wieviel haben eine, wieviel zwei und
wieviel drei angestrichene Flachen?
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b) Was erhélt man, wenn in jeder Dimension 4 Wiirfel nebeneinanderliegen?

¢) Versuchen Sie, eine Formel fiir n in jeder Dimension nebeneinanderliegender Wiirfel zu finden, und
beweisen Sie diese Formel!
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1. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011121:

3, 4, 5 ist ein sogenanntes pythagoreisches Zahlentripel, da 32 + 42 = 52. Es ist das einzige derartige Zah-
lentripel, dessen Elemente sich nur jeweils um 1 unterscheiden.

Gibt es fiir die Gleichung a? + b> = ¢? noch andere Zahlentripel, bei denen ¢ = b + 1 ist? Welche Gesetz-
méBigkeit konnen Sie hier erkennen? Versuchen Sie, einen Ausdruck zu finden, mit dessen Hilfe sich schnell
derartige Tripel finden lassen!

Aufgabe 011122:

Im internationalen Postverkehr sind fiir Briefsendungen und Péckchen in ,Rollenform* (zylindrische Form)
die folgenden Hochst- und Mindestmafle vorgeschrieben:

Hochstmafle: Lange und der zweifache Durchmesser zusammen 100 cm, Lénge
jedoch nicht tiber 80 cm;

Mindestmafle:  Lénge und zweifacher Durchmesser zusammen 17 cm, grofite Aus-
dehnung nicht unter 10 cm.

a) Welches Hochstvolumen kann die Sendung haben? Wie grof§ sind in diesem Falle Lange und Durch-
messer?

b) Welches Mindestvolumen kann die Sendung haben? Wie grof} sind in diesem Falle Linge und Durch-
messer?

Aufgabe 011123:

Meier, Krause, Schulze und Franke und ihre Frauen kaufen Gefliigel ein. Jede der 8 Personen kauft so viel
Tiere, wie sie DM fiir jedes Tier bezahlen. Jeder Mann gibt 96,- DM mehr aus als seine Frau. Meier kauft
so viele Tiere wie seine Schwéger zusammen. Krause kauft so viel wie seine Schwégerin. Schulzes kaufen
zusammen doppelt so viel wie Krauses. Frau Schulze ist eine geborene Lehmann.

Welches sind die Madchennamen der anderen drei Frauen?

Anmerkung: Unter einem Schwager (Schwégerin) versteht man hier nur die Ehepartner der Geschwister bzw.
die Geschwister des Ehepartners.

Aufgabe 011124:

Drei Strecken der unterschiedlichen Langen a, b und ¢ sollen von einem Punkt M ausgehen und so in einer
Ebene liegen, daf} ihre Endpunkte A, B und C' in dieser Reihenfolge auf einer Geraden liegen und AB = BC
ist. Fithren Sie die Konstruktion aus und begriinden Sie diese!

Es sei a > ¢. Geben Sie die Bedingungen fiir b an, bei denen die Aufgabe l6sbar ist!
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1. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 011131:

Ein Kraftwagen, der mit einer Geschwindigkeit von 90 km/h fihrt, wird gebremst und kommt nach 70 m
zum Stehen.

Ist die in der Straflenverkehrsordnung vorgeschriebene Bremsverzégerung von mindestens 4,0 m/s? einge-
halten worden oder nicht? Begriinden Sie Thre Feststellung!

Aufgabe 011132:

Gibt es eine ganze Zahl n > 0, die mit 6 multipliziert ein Produkt ergibt, das die gleichen Ziffern wie die
urspriingliche Zahl, aber in umgekehrter Reihenfolge enthilt? Die Behauptung ist zu begriinden!

Aufgabe 011133:

In einem Betrieb werden Ventilatoren hergestellt. Die Kosten fiir Material, Lohn und Energie betrugen
bisher 19,20 M je Ventilator. Eine sozialistische Arbeitsgemeinschaft von Arbeitern und Ingenieuren macht
den Vorschlag, durch Umbau der vorhandenen Maschinen und durch Anschaffung einer neuen Maschine die
Arbeitszeit und die Materialkosten wesentlich zu senken, so dafl die oben genannten Kosten je Stiick nur
noch 13,15 M je Ventilator betragen. Fiir den Umbau und die Anschaffung der neuen Maschine miissen aber
insgesamt 13 500,- M aufgewandt werden.

Wieviel Ventilatoren miiiten mindestens jéhrlich hergestellt werden, damit das neue Verfahren rentabel
wird? Dabei soll ein Drittel der Kosten fiir die neuen Einrichtungen jahrlich abgeschrieben werden, d. h. um
diesen Betrag miissen sich die Gesamtkosten verringern.

Aufgabe 011134:

Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Teilt man die Seiten eines Dreiecks ABC im Verhéltnis 1 : 2 und verbin-
det man die Eckpunkte A, B bzw. C mit den Teilpunkten A’, B’ bzw.
C’, so bilden die Verbindungsgeraden ein Dreieck DEF', dessen Fli-
cheninhalt gleich einem Siebentel des Flacheninhalts des urspriinglichen
Dreiecks ist (vgl. die Abbildung).

Aufgabe 011135 = 011234:

Gegeben sei eine Strecke AB = a = 6 cm. M sei der Mittelpunkt der Strecke. Schlagen Sie mit AM um M

den Halbkreis iiber AB! Halbieren Sie AM und M B und schlagen Sie iiber beiden Strecken mit @ die
beiden Halbkreise, die innerhalb des groflen Halbkreises liegen!

Es ist der Mittelpunkt des Kreises zu konstruieren, der den groflen Halbkreis von innen und die beiden
kleinen Halbkreise von auflen beriihrt! Die Konstruktion ist zu begriinden!

1.-34. Olympiade - Klasse 11 )



http://www.olympiade-mathematik.de E%

2. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021111:

Zu dem ,Haus des Lehrers® in Berlin gehoért auch ein Kongrefigebdude mit einem Saal, der von einer
Aluminiumkuppel iiberdeckt wird. Die Kuppel hat die Form einer Kugelkalotte. Der Basiskreis hat einen
auBleren Durchmesser von 31,2 m, die Kuppel (Kalotte) eine Hohe von 9,6 m. Berechnen Sie:

a) den Radius r der Kugel,
b) die Fliche der Kugelkalotte und

¢) das Gewicht der Aluminiumhaut, mit der die Kuppel abgedeckt wird! (Stirke der Aluminiumhaut
s = 1,4 mm, Wichte des Aluminiums v = 2,7 p/cm3.)

Aufgabe 021112:

Im VEB Wilzlagerwerk ,,Josef Orlopp“ wurden Bunsenbrennerfiile frither aus einer zylindrischen Scheibe
(d = 50 mm, h = 14 mm) gedreht. Nach einem Verbesserungsvorschlag sollen die Fiifle in der abgebildeten
Form gegossen werden.

Schnitt A-A
40

[ <
.

[
040

050

<

a) Wie grof ist dabei die prozentuale Materialeinsparung?
b) Wieviel Bunsenbrennerfiifie lassen sich aus dem Material herstellen, das bei der Anfertigung eines

Klassensatzes (30 Stiick) eingespart wird (vgl. Abbildung)?

Aufgabe 021113:

Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Sein Umkreis habe den Radius 71, sein Inkreis den Radius r5.
Beweisen Sie, daf3 fiir den Abstand d der Mittelpunkte beider Kreise gilt:

d= 1/ 7‘1(7“1 — 2’1"2).

Untersuchen Sie dabei alle verschiedenen Lagemoglichkeiten der Mittelpunkte!
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Aufgabe 021114:
Es ist zu beweisen, daf fir 0 < z < 5 stets gilt:

sinz +cosx > V2. v2sinz - Vcos .

Aufgabe 021115:

Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius » = 3 cm und eine Gerade g mit dem Abstand ¢ = 5cm vom
Mittelpunkt des Kreises. Ferner ist auf der Peripherie des Kreises ein beliebiger Punkt P gegeben.

a) Konstruieren Sie durch P eine Sekante, die den Kreis in R und die Gerade in () so schneidet, daf
PR = PQ ist!

b) Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen die Konstruktion ausfiihrbar ist (Begriindung)!

Aufgabe 021116:
Es sind alle reellen Zahlen x zu bestimmen, welche die Ungleichung

V3—x— x+1>%

erfiillen! Das Ergebnis ist zu iiberpriifen!
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2. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021121:

Auf dem internationalen Symposium in Moskau iiber Probleme der héheren technischen und humanistischen
Bildung erklédrte der sowjetische Nobelpreistrager Nikolai Semjonow, dal mit dem in der UdSSR erreichten
Wachstumstempo die jahrliche Erzeugung von Elektroenergie in 100 Jahren auf das 10 000fache gesteigert
werden kann.

a) Welche jahrliche Steigerung (in Prozent) liegt dieser Perspektive zugrunde?

b) Wie gro8 war die bisherige durchschnittliche Steigerung (in Prozent) der Elektroenergie in der UdSSR
in den Jahren 1955 bis 19617 (1955 wurden 170 Mrd. kWh und 1961 insgesamt 327 Mrd. kWh erzeugt.)

Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Aufgabe 021122:
Beweisen Sie, daf stets sina 4 cosa # 1,5 ist!

Aufgabe 021123:

Die Seiten eines Rechtecks ABC'D werden im Verhéltnis 1 : 2 geteilt. Die
Teilpunkte seien (fortlaufend) E, F, G, H. Die Schnittpunkte der Ver-
bindungsgeraden AF, BG, CH und DF bilden die Ecken des Vierecks
PQRS (siche Abb.).

a) Was fiir ein Viereck ist PQRS?

b) Wie verhaélt sich der Flacheninhalt dieses Vierecks zu dem Fléchen-
inhalt des Rechtecks?

Aufgabe 021124:

Von einem regelméfBigen Tetraeder sind die 4 Ecken so abzuschneiden, dafl von den Seitenflichen regelméfige
Sechsecke tibrigbleiben.

Volumen und Oberflache des entstandenen Korpers sind zu berechnen.

Aufgabe 021125:
Beweisen Sie, daf§ fiir alle natiirlichen Zahlen n stets

52n+1 . 2n+2 4 3n+2 . 22n+1

durch 19 teilbar ist!
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2. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 021131:
Beweisen Sie, daf fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢

1 n 1 . 1 - 3
a+b b+c c+a a+b+c

ist!

Aufgabe 021132:

Gegeben sei ein Dreieck ABC. Zur Seite BC wird eine Parallele gezogen, die die Seiten AB bzw. AC in D
bzw. E schneidet.

In welchem Verhéltnis teilt D die Seite AB, wenn sich die Umfange der Dreiecke ADFE und ABC' zueinander
verhalten wie der Inhalt des Dreiecks ADFE zum Inhalt des Trapezes DBCE?

Aufgabe 021133:

Auf wieviel verschiedene Weisen 148t sich die Zahl 99 als Summe dreier voneinander verschiedener Primzahlen
darstellen? (Zwei Fille gelten als gleich, wenn die gleichen Summanden lediglich in verschiedener Reihenfolge
auftreten.)

Aufgabe 021134:

Es sind sdmtliche Lésungen der Gleichung sin® o + cos® = 1 zu bestimmen.

Aufgabe 021135:

Gegeben sei in der Ebene ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und die Schar aller Geraden, die einander
sdmtlich in einem auflerhalb des Kreises liegenden Punkt S schneiden.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Sehnen, die der Kreis aus den Geraden heraus-
schneidet?

Aufgabe 021136:

In einer Ebene liegen ein Viereck und ein Fiinfeck so, dafl keiner ihrer Eckpunkte auf irgendeiner Seite der
anderen Figur liegt.

Welches ist die grofitmogliche Anzahl der Schnittpunkte der Seiten beider Vielecke? (Die Vielecke brauchen
nicht konvex zu sein.)
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3. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031111:

Der 352 m hohe Antennenmast des Deutschlandsenders in Zehlendorf, Kreis Oranienburg, Bezirk Potsdam,
ist zur Zeit das hochste Bauwerk Europas.

a) Wie grof} ist die Fliche, die man von der Spitze des Mastes bei klarem Wetter iiberblicken kann? (Bei
der Berechnung werden Erhebungen im Gelénde vernachléssigt.)

b) Wie grof§ ist der prozentuale Fehler, der entsteht, wenn man in die Formel fir die Kugelkappe
M = 27w Rh nicht die richtige Grofle fiir die Hohe des Kugelabschnittes, sondern die Hohe des An-
tennenmastes einsetzt? Warum ist der Fehler sehr gering? (Radius der Erde R = 6 370 km.)

Aufgabe 031112:

Eine Tasse enthélt Milch und eine andere die gleiche Menge Kaffee. Man nimmt aus der ersten Tasse einen
Loffel Milch und giefit ihn in die zweite Tasse. Man rithrt um und giefit jetzt wieder einen Loffel (gleiche
Menge wie oben) ,Milchkaffee“ in die erste Tasse.

a) Befindet sich jetzt in der ersten Tasse mehr Kaffee als in der zweiten Tasse Milch? (Exakte Begriindung
der Antwort!)

b) Welches Ergebnis erhélt man, wenn sich urspriinglich in der zweiten Tasse doppelt soviel Kaffee befand
wie in der ersten Tasse Milch? (Begriindung!)

Aufgabe 031113:
Beweisen Sie, da8 p? — 1 fiir jede Primzahl p > 5 durch 24 teilbar ist!

Aufgabe 031114:

Bestimmen Sie alle reellen z, fiir die sin? « + sin? 2z > sin? 3z ist!

Aufgabe 031115:

Gegeben sei ein Trapez ABCD mit den parallelen Seiten AB und CD und den nicht parallelen Seiten
BC und AD. Man bezeichne mit H den Schnittpunkt der Diagonalen und mit S den Schnittpunkt der
nichtparallelen Seiten. Die Parallele zu AB durch H schneide die Seiten BC und AD in E und F. Die
Projektion von S auf E'F sei G.

Beweisen Sie, dafl die Gerade EF' die Winkelhalbierende der Winkel BGC und AGD ist!

Aufgabe 031116:
Die Summe von 100 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen betrage 1000 050.

Wie heif3t die kleinste, wie die grofite dieser Zahlen?
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3. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031121:

Es ist zu beweisen, dal n3 4+ 3n? — n — 3 bei ungeradem n stets durch 48 teilbar ist!

Aufgabe 031122:
Bestimmen Sie die Menge aller reellen Zahlen x, die die folgende Gleichung erfiillen:

3 3
1 —sinbx = (cos §x—sin 233) .

Aufgabe 031123:
In der Ebene seien n Punkte (n > 3) gegeben, von denen keine drei in einer Geraden liegen.

Gibt es einen Kreis, der durch mindestens drei dieser Punkte hindurchgeht und keinen der iibrigen Punkte
im Innern enthalt?

Aufgabe 031124:

In ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge a sollen drei gleichgrofie Kreise so eingezeichnet werden,
daf jeder die beiden anderen und zwei Seiten des Dreiecks beriihrt.

a) Bestimmen Sie den Radius der Kreise!

b) Geben Sie eine Konstruktion fiir den Radius an!

Aufgabe 031125:
Bei der Aufgabe

AT OM . - ATOM

*
* *

*
*
* X X X

*
*
*
*

* * *

*x x x x A T O M

bedeutet jeder Buchstabe und jedes Zeichen * eine der Ziffern von 0 bis 9 (A # 0). Verschiedene Buchstaben
entsprechen verschiedenen Ziffern.

Wie lautet die Aufgabe?
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4. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Aufgaben

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 041111:

Ein Betrieb liefert jahrlich an die Betriebe (1) und (2) 600 t und 400 t eines bestimmten Erzeugnisses. Fiir den
Transport stehen die LKW 1 und 2 mit Nutzlasten von 1 Mp bzw. 4 Mp zur Verfiigung. Der kleinere Wagen
steht jahrlich hochstens fiir 300 Fahrten, der groflere fiir 200 Fahrten zur Verfiigung. Die Transportkosten
in M betragen je Fahrt fir

|LKW 1|LKW2

zur Fahrt nach Betrieb 1 10 20
zur Fahrt nach Betrieb 2 30 60

Wie viele Fahrten muf§ jeder Wagen zu jedem der beiden Betriebe im Jahr durchfiithren, wenn die gesamten
Transportkosten moglichst gering sein sollen?

Aufgabe 041112:

In den Schlitz eines zylindrischen Spiegels, der nach innen spiegelt, tritt
bei P, ein Lichtstrahl ein, der mit dem Radius M Py den Winkel « bildet

(a < %). Der Lichtstrahl verlauft in einer auf der Zylinderachse senk-

recht stehenden Ebene und wird an den Punkten P, Ps, Ps, ..., Py, ...
reflektiert (s. Abb.).

a) Geben Sie eine Formel fiir die Bogenlidnge PoﬁPn an!

b) Wie grof} ist o, wenn Pjg mit Py zusammenfillt und der Strecken-
zug PyP; Ps...Py( sich nicht iiberschneidet?

¢) Es sei a = 50°. Wie grof} ist n, wenn P, mit Py zusammenfillt? Geben Sie die drei kleinsten Werte
fiir n an! (In diesem Fall kann sich der Streckenzug PyP; P,...Pig iberschneiden.)

Aufgabe 041113:

Ein Kreis wird von vier in derselben Ebene liegenden Kreisen, deren Radius
halb so grofl wie der Radius des gegebenen Kreises ist, so geschnitten, dafl diese
kleineren Kreise einander nicht schneiden (s. Abb.).

a) Esist zu beweisen, dafl der Flacheninhalt der in der Abb. grauen Teilflédche
des grofien Kreises gleich der Summe der Fldcheninhalte der schraffierten
Teilfldchen der kleineren Kreise ist.

b) Diese Aussage a8t sich in verschiedener Hinsicht verallgemeinern. Geben
Sie eine Verallgemeinerung an!
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Aufgabe 041114:

Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl 399 — 2999 (im Dezimalsystem)?

Aufgabe 041115:
Man berechne alle gemeinsamen Losungen der beiden Gleichungen

3at + 1323 + 2002 + 1724+ 7=0
32t + 2% — 822 + 11z —7=0.

(Dabei sollen keine Naherungsverfahren benutzt werden.)

Aufgabe 041116:
Ohne Benutzung einer Tafel oder die Benutzung des Rechenstabes ist zu entscheiden, ob die Zahl

z = {/1620+12o\/17457+ {/1620712«/17457

grofler, kleiner oder gleich 18 ist.
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1. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011111:

Es ist zu zeigen, dass 7 Teiler von 62" — 1 fiir alle natiirlichen Zahlen n ist.

Die Behauptung kénnen wir auch schreiben als 7 - z = 62 — 1, wobei z eine natiirliche Zahl ist. Wir fiihren
den Beweis durch vollstdndige Induktion:

Als Induktionsanfang finden wir die Behauptung fiir n = 0 durch 62° —1=1—1= 0 = 7 -0 bestéitigt.

Zum Induktionsschritt setzen wir voraus, dass es zu jedem n = k ein 2z € N gibt, fiir welches die Gleichung
7.2, =6%F — 1 gilt.

Die Induktionsbehauptung lautet dann, dass es fiir n = k + 1 auch ein zx1; € N gibt, das die Gleichung
7 zppr = 620 — 1 erfillt.

Den Induktionsbeweis fithren wir nun mit folgender Gleichungskette:

62+ 1 =622 _1=36-6% —1=236-6% —36+35=136- (6> —1)+35
=36-7 2, +7-5="7-(362, +5) =7 2j11.

Aufgeschrieben und geldst von Korinna Grabski

Losung 011112:

In beiden Fahrtrichtungen auf dem Fluss kénnen wir das Weg-Zeit-Gesetz der gleichféormigen Bewegung
s = vt annehmen. Fir die Fahrt in Stromungsrichtung gilt damit v = vp + vg, fiir die Fahrt entgegen der
Stromung gilt v = vp — vg, wobei vp die Eigengeschwindigkeit des Dampfers und vg die Stromungsgeschwin-
digkeit des Flusses ist. Es ist also

(4,5h 4 3h)

s=(p+es) (3h) = (p —vs) - (45h) = wp =y

Vg = 5’US,

und damit s = (vp + vg) - (3h) = 6vg - (3h). Fiir ein Boot, das nur mit der Strémung treibt, gilt s = vst;
mit obiger Gleichung also

s =6vg - (3h) = vgt.
Daraus folgt die Fahrzeit fiir ein nur von der Strémung getriebenes Fahrzeug von ¢t = 18 h.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski
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Losung 011113:
Die moglichen Schnitte sind in den folgenden Bildern dargestellt:

a)

a)

N

Ja. Jeder Schnitt, der entlang dreier zusammentreffender Kanten gleiche Strecken abschneidet, erzeugt
ein gleichseitiges Dreieck als Schnittfliche. Dies ist leicht einzusehen, da alle durch den Schnitt ent-
stehenden rechtwinkligen Dreiecke auf den Wiirfeloberflichen kongruent sind (SWS), mithin auch die
Hypotenusen.

Ja. Jeder Schnitt parallel zu einer Wiirfelfliche ergibt ein Quadrat, welches der Wiirfelfliche kongruent
ist.

Nein. Ware eine Schnittfliche eines Wiirfels bei einem ebenen Schnitt ein reguléres Filinfeck, so wiirden
je zwei verschiedene Kanten des Fiinfecks zu zwei verschiedenen Seitenflichen des Wiirfels gehoren
(denn ansonsten lige das ganze Fiinfeck auf einer Seitenfliche, was nicht geht). Zwei verschiedene
dieser fiinf Seitenflichen diirften aber nicht parallel sein, weil sich (die Verldngerungen von) je zwei
verschiedenen Fiinfeckskanten in einem Punkt schneiden. Da es aber im Wiirfel nur sechs Seitenflichen
gibt, von denen je zwei gegeniiberliegende parallel sind, findet man keine fiinf paarweise nichtparallelen
Seitenflichen. Es gibt also keinen solchen ebenen Schnitt.

Ja. Der Schnitt trifft - wie im Bild gezeigt - die Wiirfelkanten in deren Mittelpunkten. Alle Seiten des

sechseckigen Schnitts haben offensichtlich die Lénge ga, wenn a die Lange einer Kante bezeichnet.

Der angegebene Schnitt ist auch tatsichlich eben, da alle Absténde der Eckpunkte des Sechsecks vom
oberen-rechten—vorderen (oder unteren-linken-hinteren) Eckpunkt des Wiirfels untereinander gleich,

namlich %a sind.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 011114:

Beweis: Nennen wir die Teilflichen, in die das Dreieck P; P, P3 durch P zerlegt wird, Ay, Ao, ..., Ag, die
gesamte Flache sei A. Dann gilt, da sich die Flacheninhalte von Dreiecken mit gleicher Hohe wie die zuge-
horigen Grundseiten verhalten:

PP A+Ay A+ As A—Az— A

xinli Ay Ay As+ Ay
_PQP_A3+A4_A1+A2_A—A5—A6
YTPQ, T A5 A At 4
7P3P7A5+A67A3+A47A7A17A2
ZﬁPQ:si A A A+ A

Betrachten wir nun die Teildreiecke Py P, P, P, P3P, P3P, P, deren Fliacheninhalte A; + As, A3 + A4 bzw.
As+ Ag betragen und deren Summe A ist, so ist nach den obigen Gleichungen offensichtlich, dass wenigstens
eines der Verhéaltnisse

A+ Ay 1 As + Ay 1 As + As 1

— — = 1
A 142’ A 14z’ A 1+y (1)
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(deren Summe 1 ergibt) nicht grofer und eines nicht kleiner als % ist. Dabei ist der Fall, dass alle Verhéltnisse
gleich % sind, eingeschlossen. Diese Aussage ist nach elementarer Umformung der Gleichungen (1) dquivalent
damit, dass wenigstens eine der Groflen x, y, z nicht grofler als 2 und wenigstens eine nicht kleiner als 2

ist.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht
Losung 011115:

a) (Bild a) Fur einen Wiirfel mit den Abmafien 3 x 3 x 3 haben
— 8 kleine Eckwiirfel (E) drei bemalte Flichen,

— 12 kleine Kantenwiirfel (K) zwei bemalte Flichen,
— 6 kleine Flachenwiirfel (F) eine bemalte Flache und

1 kleiner Innenwiirfel keine bemalte Flache.

b) (Bild b) Fiir einen Wiirfel mit den Abmafien 4 x 4 x 4 haben

8 kleine Eckwiirfel drei bemalte Fléachen,
12 (4 — 2) = 24 kleine Kantenwiirfel zwei bemalte Flachen,
— 6(4 — 2)? = 24 kleine Fliichenwiirfel eine bemalte Fliche und

- (4- 2)3 = 8 kleine Innenwlrfel keine bemalte Flache.

¢) Fur einen Wiirfel mit den Abmafien n x n x n haben

8 kleine Eckwiirfel drei bemalte Fléachen,

12 (n — 2) kleine Kantenwiirfel zwei bemalte Flichen,
— 6(n — 2)? kleine Flichenwiirfel eine bemalte Fliche und

— (n — 2)3 kleine Innenwiirfel keine bemalte Fliche.

Beweis: Kleine Wiirfel mit drei bemalten Fléchen liegen genau an den Ecken des grofien Wiirfels. Da
ein Wiirfel immer 8 Ecken hat, gibt es fiir jede Grofle des Wiirfels immer 8 kleine Wiirfel mit drei
bemalten Flichen.

Kleine Wiirfel mit zwei bemalten Fliachen liegen genau auf den Kanten des grofien Wiirfels, aber nicht
auf den Ecken. Eine Kante eines (nxn xn)-Wirfels ist n kleine Wiirfel lang. Dazu gehéren auch die
zwei Eckwiirfel. Damit erhdlt man fiir jede Kante des Wiirfels n — 2 kleine Wiirfel mit 2 bemalten
Flichen. Da ein Wiirfel immer 12 Kanten hat, gibt es fir einen (nxn xn)-Wiirfel immer 12 (n — 2)
kleine Wiirfel mit zwei bemalten Fléichen.

Kleine Wiirfel mit einer bemalten Fliache liegen auf den Seiten des groflen Wiirfels, aber nicht auf den
Kanten. Eine Seite eines (n xn x n)-Wiirfels ist n? kleine Wiirfel grof. Dazu gehoren auch die vier
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Kanten. In jeder Dimension miissen also 2 Wiirfel abgezogen werden. Damit erhélt man fiir jede Seite
des Wiirfels (n — 2)? kleine Wiirfel mit einer bemalten Fliche. Da ein Wiirfel immer 6 Seiten hat, gibt
es fiir einen (nxn xn)-Wiirfel immer 6 (n — 2)? kleine Wiirfel mit einer bemalten Fliche.

Kleine Wiirfel mit keiner bemalten Fléche liegen im Inneren des Wiirfels. Der (nxn xn)-Wiirfel besteht
aus n> kleinen Wiirfeln. Dazu gehoren auch die sechs Seiten. In jeder Dimension miissen also 2 Wiirfel
abgezogen werden. Damit erhélt man fiir das Innere des Wiirfels (n — 2)? kleine Wiirfel. Damit gibt
es fiir einen (nxn xn)-Wiirfel immer (n — 2)% kleine Wiirfel mit keiner bemalten Fliche.

Zur Probe werden alle ermittelten Anzahlen addiert:
8+ 12(n —2) +6(n —2)* + (n — 2)* = n?,

in Ubereinstimmung damit, dass der Wiirfel mit den AbmaBen n x n x n aus genau n> kleinen Wiirfeln
besteht.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski

1.-34. Olympiade - Klasse 11 17



http://www.olympiade-mathematik.de E%

1. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011121:
Es gibt noch andere Zahlentripel, die die Bedingungen a2 + b*> = ¢ und ¢ = b + 1 erfiillen:

>+ =0b+1)2=b>+2b+1,

- CL2 = 2b+1, (1)

2
N b:agl, 2)

Aus (1) ldsst sich leicht erkennen, dass a? und damit a eine ungerade Zahl sein muss. Ein Tripel (a, b, c)
mit den geforderten Eigenschaften kann somit schnell gefunden werden, indem man a eine ungerade Zahl
zuweist und b mittels (2) berechnet. ¢ ist dann um 1 grofer als b. Es lisst sich also fiir jede beliebige ungerade
natiirliche Zahl a ein derartiges Tripel bestimmen.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski
Losung 011122:

a) Die Bedingungen fir das Hochstmaf lauten: ! + 2d < 100 cm und ! < 80 cm. Damit erhédlt man fiir
das Volumen eines Zylinders:

2 2 2 3
v="er<T2n —2d) =21 A - ZdP

Die notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist V’(d) = 0, also

V’(d):g-1000m~d—3§d2:0,

somit d; = 0 und dy = 13—0 cm. Die erste Losung entfillt, da das Volumen dann null wére. Die zur zwei-
ten Losung gehorige maximale Lénge ist [ = % cm, das entsprechende Volumen V = 29089 cm?. Es

bleibt zu zeigen, dass die gefundene Losung tatsichlich ein Maximum ist, woftir V' (d) < 0 hinreichend
ist:

V'(d) = g -100 cm — 3nd = —7 - 50 em < 0.

Es handelt sich also wirklich um ein Maximum. Das Héchstvolumen der Sendung betrigt 29 089 cm?.

In diesem Fall betragen Durchmesser und Léange % cm.
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b) Die Bedingungen fiir das Mindestmaf schliefien einen Durchmesser von 0 cm nicht aus, was auf einen
theoretischen Mindestwert des Volumens von 0cm? fithrt. Nach der ersten Bedingung betrigt die
Léange dann mindestens 17 cm.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski

Losung 011123:

Bezeichnen wir die Anzahl der gekauften Tiere mit a1, as, as, as (fiir Herrn Meier, Krause, Schulze und
Franke) bzw. mit by, by, bs, by (fiir die Frauen in dieser Reihenfolge), wobei a;,b; € N ist. Dann gibt jeder
der Ménner a? und jede der Frauen ? DM aus und es gilt:

a? —b? = (a; +b;)(a; —b;) =96 =2°-3=1{48-2, 32-3, 24-4, 16-6, 12-8}.

Damit kommen folgende Paare (a;, b;) in Betracht: (25,23), (14,10), (11, 5), (10, 2).

Die Aussage ,,Meier kauft so viele Tiere wie seine Schwéger zusammen* kann also nur bedeuten, dass die
Meiers das Paar (25,23) sind und die Méanner der Paare (14,10) und (11, 5) seine Schwéger.

Die Zahl 10 taucht zweimal auf, also ist das Paar (10,2) den Krauses zuzuordnen und die Frau des Paars
(14, 10) ist seine Schwégerin.

Aus ,,Schulzes kaufen zusammen doppelt so viel wie Krauses“ folgt, dass das Paar (14, 10) die Schulzes sind,
und schlielich (11,5) die Frankes. Herr Meier ist also sowohl mit Herrn Schulze als auch mit Herrn Franke
verschwagert.

Das bedeutet im ersten Fall, dass entweder Frau Meier eine geborene Schulze oder Frau Schulze eine geborene
Meier ist. Letzteres ist aber ausgeschlossen, da Frau Schulze eine geborene Lehmann ist, daher: Frau Meier
ist eine geborene Schulze. Frau Franke ist eine geborene Meier. Frau Krause ist eine geborene Schulze.

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht
Losung 011124:

1. Analyse:

Betrachten wir das Dreieck AMC, so ist M B wegen AB = BC
eine der Seitenhalbierenden. Es gilt also, ein Dreieck aus zwei Sei-
ten und der eingeschlossenen Seitenhalbierenden zu konstruieren.
Dazu erginzen wir AMC' zu einem Parallelogramm AMCN, in
welchem sich die Diagonalen AC' und M N bekanntermaflen stets
halbieren. Das Teildreieck AM N kann somit aus den gegebenen
Stiicken hergestellt werden.

1I. Konstruktionsbeschreibung:

Wir konstruieren das Dreieck AM N aus den Seitenldngen a, ¢ und 2b nach Kongruenzsatz SSS. Der
Mittelpunkt der Strecke M N ist dann B und AB verdoppelt liefert Punkt C.

II1. Beweis:

Nach obiger Konstruktion ist AM N ein Dreieck, in dem AM = a, AN =cund MB = BN = b gilt
sowie AB eine Seitenhalbierende ist. Da C' durch Verdopplung von AB entsteht, gilt die Kongruenz
AABN = ACBM (SWS), d. h. AN = MC = c. Die Punkte A, B und C haben damit die geforderten
Absténde von M. O
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1V. Konstruktion:

Das Dreieck AM N existiert genau dann, wenn die Dreiecksungleichungen erfiillt sind: a + ¢ > 2b und
¢+ 2b > a. Das fiihrt auf die gesuchten Bedingungen fiir die Lénge b:

1 1
5(a—c)<b< §(a+c).

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht
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1. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 011131:
Nach den bekannten Formeln fiir die gleichméBig beschleunigte Bewegung As = %at2 + vot und Av = at
folgt

—v0 2As v}
As = ——t t=>t=— = a=—5—.
5 2 + o o “ 2As

Mit den gegebenen Werte vy = 90 kTm =257 und As = 70 m ist die Bremsverzégerung —a ~ 4,464 3z, d.h.
die vorgeschriebene Bremsverzogerung wurde eingehalten.

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber

Losung 011132:

Angenommen, es gibe eine derartige Zahl n mit m = 6n. Dann miisste die erste Ziffer von n gleich 1 sein,
weil die Ziffernanzahl von m gleich der Ziffernanzahl von n ist. Daher wére die letzte Ziffer von m gleich 1,
was unmoglich ist, da 6n gerade ist.

Also gibt es keine Zahl, die den Bedingungen der Aufgabe gentigt.
Aufgeschrieben von Burkhard Thiele — Quelle: (2)

Losung 011133:

Preis,q;; = 19,20 M /Ventilator
Preis,e, = 13,15 M /Ventilator
Gesamtkosten = 13 500 M

Jahreskosten = w =4500 M
19,20 M /Ventilator - © = 4500 M + 13,15 M /Ventilator -
6,05 M /Ventilator - © = 4500 M
x = 743,8 Ventilatoren
Es miissen mindestens 744 Ventilatoren jahrlich hergestellt werden.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski
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Losung 011134:

Beweis: Bezeichnen wir die durch die Teilung entstandenen Teilfla-

chen mit a, b, ...,k (s. Bild). Wir zeigen zunéchst, dass f+g = 6a
gilt. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass sich die Flacheninhalte

zweier Dreiecke bei gleicher Hohe wie die zugehorigen Grundsei- /
ten verhalten. Damit lassen sich folgende Gleichungen ablesen:

f+g9=((+g+e+h)—(e+h)

=2(a+b+c+d)—2(c+d) a

=2(a+b) =2a+4a = 6a. A B

Auf analoge Weise erhalten wir die Gleichungen a + b+ ¢ = 6d und d + e = 6 f, deren Addition
(f+g9g) +(a+b+c)+(d+e)=A—-h=6(a+d+ f) (1)
ergibt, wobei A der Fldcheninhalt von AABC ist. Auflerdem gilt:

2(a+b+c+d) =e+f+g+h,
2(d+e+f)=g+a+b+c+h,
2(f+g+a)=b+c+d+e+h,

deren Addition auf
3(a+d+ f)=3h — a+d+f=h (2)
fithrt. (1) und (2) ergeben dann die Behauptung h = %A. O

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 011135 = 011234:

1. Analyse:

Der Berithrungspunkt des Halbkreise iiber AM bzw. iiber M B mit dem zu konstruierenden Kreis k
sei K bzw. L, der Beriihrungspunkt des Halbkreise iiber AB mit k sei N. Die Mittelpunkte von AM
bzw. BM werden mit P bzw. @) bezeichnet.

Da die Tangenten von k und den Halbkreis iiber AM in K identisch sind und die Tangenten senkrecht
auf den Radien stehen, geht die Strecke zwischen dem Mittelpunkt R vom Kreis k£ und P durch K.

Analog folgt, dass L auf RQ liegt. Da RP = % + RK = RQ gilt, ist < PM R = 90° und es gilt nach
dem Satz des PYTHAGORAS

(A;W)QJF(AM—RN)? = (A;WJFRK)Q.

Aus RN = RK folgt
%(AM)Q + (AM)? —2(AM)(RN) + (RN)? = i(AM)Q + (AM)(RN) 4 (RN)?.
Also ist (AM)? = 3(AM)(RN), d. h.

a

RN:%AM:
MR = MT — RN =2cm.

=1cm und

=
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(1) Konstruiere die Mittelsenkrechte von AB und bezeichne den Schnittpunkt dieser Mittelsenkrech-
ten und den Halbkreis iber AB mit N.

(2) Nun konstruiere einen Punkt S auf der Verlangerung von AM iiber A hinaus mit SM = 3AM.
Konstruiere die Senkrechte zu SM in A, bezeichne den Schnittpunkt dieser Senkrechten und SN
mit 7. Dann ist nach Strahlensatz TIN = %SN .

(3) Konstruiere nun das Lot von T auf M N und bezeichne den Lotfufipunkt mit R, so ist nach
Strahlensatz NR = %M N =1cm, d. h. R ist nach obiger Vorbetrachtung der Mittelpunkt des
Kreises k, der die kleinen Halbkreise auflen und den grofien Halbkreis innen beriiht.

(4) Schlage einen Kreis um R mit den Radius RN.

1I. Konstruktionsbeschreibung:

III. Konstruktion:

S

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber
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2. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021111:

Wie im Bild dargestellt ist rot der Basiskreis mit Radius R =
% -31,2m = 15,6 m und Mittelpunkt M’ und Hohe h = 9,6 m. A’
sei ein Punkt auf dem Basiskreis und der Kugeloberfliche. M sei
der Mittelpunkt der Kugel.

Dann gilt im rechtwinkligen Dreieck AMM'A’: A’M -
MM + A = (r — h)? 4+ R? (Satz des Pythagoras).

a) Damit erhalten wir r = (h* + R?)/(2h) = 17,5 m.

b) Die Fliche der Kugelkalotte betrigt O = w(R? + h?) =
1054 m?2.

¢) Das Gewicht der Aluminiumhaut betridgt G = vV = vOs =
3,98 Mp.

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht

Losung 021112:

G, Hier muss zunéchst das Volumen desjenigen Rotationskérpers be-
s rechnet werden, der entsteht, wenn die grau abgebildete Fléche
\ um die Symmetrieachse (d. i. die linke Kante im Bild) rotiert.

10

Das Volumen V eines Korpers, der durch Drehung eines ebenen
Gebietes um eine dieses Gebiet nicht schneidende Achse entsteht,
——————————————— ist gleich dem Produkt aus dem Fldcheninhalt F' dieses Gebietes
mit dem Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt dieses Gebie-
tes bei der Drehung beschreibt.

10

Die graue Flédche ist dabei die Differenz aus einem groflien Rechteck mit den Maflen 25 mm x 14 mm und
einem kleinen Rechteck (links unten, 20 mm x 4 mm) sowie einem Dreieck (rechts oben, Fliche 10 mm?).
Die Abstande der Schwerpunkte G (grofies Rechteck), G2 (kleines Rechteck) und G35 (Dreieck) betragen:
s1 = 12,5 mm, s3 = 10 mm und s3 = 23,33 mm. (Bei letzterem wurde ausgenutzt, dass die Schwerpunktko-
ordinaten eines Dreiecks gleich dem arithmetischen Mittel der jeweiligen Eckpunktkoordinaten sind.) Damit
erhalten wir: V = 27(350 mm? - 12,5 mm — 80 mm? - 10 mm — 10 mm? - 23,33 mm) = 20 996 mm?.

a) Gegeniiber der zylindrischen Scheibe vom Volumen Vy = 17d?h = 27489 mm?® ergibt das eine Mate-
rialeinsparung von ca. 23,6 %.
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b) Pro Stiick werden Vy — V = 6493 mm? eingespart, also insgesamt 194 790 mm?. Bezogen auf Vj ent-
spricht das einer Menge von ca. 7 Bunsenbrennerfiilen.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 021113:
Die Behauptung kann leicht in

7’1+d7 2’)"1

rffd2:2r1r2 -
T2 1 —d

umgeformt werden, was auf eine Anwendung des Strahlensatzes schlieBen lasst. Wir gelangen so zu folgendem
Beweis:

Beweis:

(Bild a) Seien M und N Umkreis- bzw. Inkreismittelpunkt des gleichschenkligen Dreiecks ABC' (wobei M
zunéchst zwischen C und N liegen soll, welches fiir <ACB = v < 60° stets der Fall ist), S der Schnittpunkt
der Geraden CM mit dem Umkreis und R der Berithrungspunkt des Inkreises mit der Seite AC. Dann sind
ACRN und ACAS rechtwinklige Dreiecke — Ersteres, da der Bertihrungsradius VR stets senkrecht auf der
Seite steht und Zweites wegen <CAS = 90° (THALES-Kreis).

Nach dem zweiten Strahlensatz gilt daher:

CN_CS . n+d_2n
RN  AS ro  AS’

Um nun von (2) zu (1) zu gelangen geniigt es, die Gleichheit der Strecken AS und NS = r; — d zu zeigen.
Diesen Nachweis fithren wir iber die Gleichheit der Basiswinkel <ANS und <tNAS des Dreiecks ANS.

Es gilt einerseits ¥ ANS = SACN +<CAN (AuBenwinkel) = 34+ NAB (Winkelhalbierende), andererseits
INAS = 4INAB + 4¥BAS (Winkelsumme) = <NAB + 7 (gleiche Peripheriewinkel iiber den Sehnen
SB = SA). Damit ist (1) bewiesen.

(Bild b) Im Fall v > 60° liegt M zwischen S und N und es folgt

ON CS T — d 27"1

o _— = —.

RN AS T9 AS
Auch hier ist das Dreieck ANS gleichschenklig, nun jedoch mit AS = NS = r; + d. Die beiden letzten
Gleichungen liefern ebenfalls die Behauptung (1).

(Bild ¢) Im Fall v = 60° ist das Dreieck ABC gleichseitig, beide Mittelpunkte fallen iibereinander und die
Behauptung (1) gilt auch hier mit d = 0. O

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht
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Losung 021114:

Beweis: Fiir 0 < z < Z ist sin(2z) nicht negativ, also gilt (1— \/sin(ZJ:))2 > 0 bzw. 1+sin(2z) > 24/sin(2x).

Nach Additionstheoremen ist das dquivalent zu
sin® z + cos® x + 2sinz cosx > 2v/2sinx cos x. (1)

Da 2v/2sinzcosz > 0 und 2sinzcosz >0 fuir 0 <z < g folgt aus (1) die Behauptung. O

Aufgeschrieben und gelést von Steffen Weber

Losung 021115:

Sei k der gegebene Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r sowie A auf g derjenige Punkt mit kiirzestem
Abstand zu O.

a) Konstruktion: Durch Verdoppelung der Strecke AP entsteht
Punkt B. Die Parallele ¢’ || g durch B schneide k in den Punk-
ten R bzw. R'. Die Geraden PR und PR’ schneiden ¢ in den
Punkten @ bzw. Q’. Die gesuchten Sekanten sind dann RPQ
bzw. R'PQ’.

Beweis: Nach obiger Konstruktion und Kongruenzsatz WSW
(¥QAP = <RBP Wechselwinkel, AP = PB sowie <APQ =
4BPR Scheitelwinkel) gilt AAPQ = ABPR, woraus die
Forderung PR = PQ sofort folgt. Ebenso folgern wir aus
ANAPQ' =2 ABPR’ die Gleichheit PR’ = PQ'. O

b) Offensichtlich schligt die Konstruktion fehl, wenn ¢’ keine Schnittpunkte mit & hat. Das ist genau
dann der Fall, wenn der senkrechte Abstand von P zu g grofler als die Hélfte des Abstandes AC' =
a4+ r = 8 cm, also grofler als 4 cm ist. Dabei ist C' der Schnittpunkt der Geraden AO mit k, der den
grofleren Abstand zu g hat.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 021116:

Zunéchst kann man bereits aus den Wurzeln folgende Bedingung ableiten: —1 < z < 3. Als néchstes sind die
Stellen zu berechnen, an denen die Ungleichung ihren Wahrheitswert wechselt, also wo v/3 —z — vz +1 =
1/2 gilt.

V3—z—Vr+1=1/2
V3—z=1/24Vr+1
3—z=1/4+x+1+Ve+1
T/4—20=+r+1
49/16 4+ 42® —Tr =2 + 1
42* — 8x +33/16 = 0
x? — 22+ 33/64 =0

12 =1++/1-33/64
I1:1+\/3>1/8
zy=1—+/31/8

Da quadriert wurde, kann es Scheinlésungen geben. Es muss also noch eingesetzt werden.
V3 —x1 —+/xr1 +1=—-1/2 — Scheinlésung
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V33— —/zo+1=1/2 — Losung
To ist also die gesuchte Grenze.
Die Ungleichung wird wahr fiir alle z, fur die gilt: —1 <z < 1 —+/31/8.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski
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2. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021121:

a) Wenn die Energicerzeugung F ein konstantes prozentuales Jahreswachstum z hat, erhilt man die
Gleichung 10000E = E - (1 + 2)'%. Die Lésung ist = 'V/10000 — 1 = 9,65%.

b) Die Gleichung lautet: 327 = 170 - (1 + y)%. Die Losung ist y = ¢/327/170 — 1 = 11,53%. Vergleich:
y > x, das tatsdchliche Wachstum ist grofier als das angenommene.

Aufgeschrieben und gelést von Carsten Balleier

Losung 021122:
Nach der Ungleichung iiber das quadratische und arithmetische Mittel gilt:

| sin | + | cos o sin? a + cos? a 1
| Rt I Bt R Y it
2 - 2 V2

Die letzte Ungleichung folgt durch Wurzelziehen aus 2 = % < %

3
—  |sinal+ |cosal < V2 < 7

Schliefflich bemiithen wir noch die Dreiecksungleichung |z + y| < |z| + |y| und erhalten |sina + cosa| <
|sinal + |cosal < 2, also das gewiinschte Ergebnis sina + cosa # 2. O

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht
Losung 021123:

a) Offensichtlich gelten wegen AB = CD, BC = DA, AE = CG und
BF = DH folgende Kongruenzen:

AABF = ACDH bzw. ABCG = ADAE (Kongruenzsatz SWS), also
AF =CH.

Dariiber hinaus gilt auch AAEP = ACGR und ABFQ ADHS
(Kongruenzsatz WSW), somit AP = CR, PE = RG, BQ = DS und
QF = SH.

12

Daraus folgt PQ = RS und QR = SP. Das Viereck hat mithin gegeniiberliegende Seiten, die gleich
lang sind, ist damit ein Parallelogramm.

b) Zuerst ist es sinnvoll, einige Bezeichnungen einzufiithren. Sei Ay die Flidche des Rechtecks ABCD
und Apgrs die Fliche des Parallelogramms PQRS — aus diesen beiden suchen wir das Verhéltnis
Apgrs/Ao. Weiterhin seien die Flidcheninhalte der Dreiecke AEP, ABQ, BFQ und BCR mit A4,
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Ay, A3z und A4 bezeichnet.

Aus Ahnlichkeitsiiberlegungen erhilt man Ay, = 94; und A4 = 94s. AuBlerdem hat man Ay = AB -
BC =3-AB-BF = 6AAABF = 6(A2 + Ag) und analog AO = 6(A4 + Al)

Daraus bekommen wir die Gleichung
Ag + 1A =As+ 1A
2t A= Aat g
aus der A, = Ay und A; = Aj folgen. Einsetzen fiihrt auf
1 1
— Ay = Ay + = Asg;
6o 2+ 9412
es folgt Ay = 2—30140. Jetzt sieht man
12 2
A = Ag — 445 = Ag— — Ay = = Ay.
PQRS 0 2 0~ 55400 = 540
Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht/Carsten Balleier

Losung 021124:
Regelméfige Sechsecke auf den Seitenflichen des Tetraeders mit der Kan-

\ tenlange a entstehen nur, wenn dessen Kanten gedrittelt werden und somit
' vier kleine regelméflige Tetraeder mit der Kantenlinge %a abgeschnitten
‘ werden.

urspriinglichen Tetraeders, also hat der verbleibende Korper ein Volumen

‘\ von V' = (1 — )V = 22V des urspriinglichen Volumens V.

Mit der Volumenformel eines Tetraeders V = %afo’ ergibt sich V/ = 2337‘?&3.

| ‘ Jeder dieser kleinen Tetraeder hat ein Volumen von (%)3 = % des

Auf jeder Seitenflache fallen durch das Abschneiden drei kleine gleichseitige Dreiecke der Kantenlénge %a

weg, dafiir entsteht an jeder Ecke ein neues dieser Dreiecke. Die Oberfliche des Restkorpers betrégt also
A =A4A-8- (%)2 . iA = gA bzw. mit A = v/3a? daher A’ = % 3a’.

Aufgeschrieben und gelést von Eckard Specht

Losung 021125:

Der Beweis erfolgt iiber das Prinzip der Vollstdndigen Induktion. Dazu wird zunéchst nachgewiesen, daf} es
ein n gibt, mit dem die zu beweisende Aussage korrekt ist.

Sein=1:
52n+1 . 2n+2 4 3n+2 . 22n+1
—53.93 4 33.93
=125-8427-8=152-8=19-8.
Damit ist nachgewiesen, dafl es mindestens eine natiirliche Zahl n gibt, fiir die die Behauptung wahr ist,

d.h. fiir die gilt: 19k = 527+ . 2n+2 4 3n+2. 92n+1 fiiy eine ntiirliche Zahl k.

Kann unter dieser (Induktions-)Voraussetzung nun gezeigt werden, daf aus der Existenz eines n auch die
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Behauptung fiir n + 1 gilt, so wire der Beweis erbracht:
T = 52(n+1)+1 . 2(7‘L+1)+2 _|_ 3(11—0—1)—0—2 . 22(7’L+1)+1

— 527L+1+2 . 2n+2+1 + 3n+2+1 . 22n+1+2
— 25 . 52n+1 . 2 . 2n+2 + 3 . 3n+2 . 4 . 22n+1
— 50 . 52n+1 . 2n+2 4 12 . 3n+2 . 22n+1
=505 272 112 (19k — 5> Fh . 27 F2)
= (50 — 12) - 52"+ . 272 1 12. 19k
=2-19.5*"+1. 272 4 12. 19k
=19 (2521 . 2" 4 12 k)

Dies bedeutet, dal der Induktionsbeweis gefiihrt worden ist. O

Aufgeschrieben und gelost von Manuela Kugel
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2. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 021131:

Angewandt wird die Ungleichung zum Arithmetischen und Harmonischen Mittel: Arithmetisches Mittel >
Harmonisches Mittel. Genutzt werden dabei die 1 =a+b, xo =b+¢, z3=a+c:

(a+b)+(b+c)+ (a+c) 3
3 Z 4 141
a+b b+c a-+tc
1 1 1 9 9 3

+ + > = > . O
a+b b+c c+a” (a+b)+(b+c)+(c+a) 2(a+b+e¢)” a+b+ec

Aufgeschrieben und geldost von Eckard Specht

Losung 021132:

c Sei k = %' Dann gilt ebenso k = ‘g—g = g—g, da es sich bei ABCDE wegen
DE || BC um eine Strahlensatzfigur handelt. Mit den tiblichen Abkiirzungen
E BC =a, CA=bund AB = c soll nun laut Voraussetzung
DE+ EA+ AD  ka+kb+ kc g [ADE]
a+b+c  a+b+c [DBCE]
A D B sein, wobei [XY Z] den Flicheninhalt von XY Z bezeichnet.

Da jedoch [DBCE] = [ABC| — [ADE] gilt und Dreieck ADE aus Dreieck ABC' durch eine zentrische
Stauchung um den Faktor k hervorgeht, ist [ADE] = k* [ABC]. Daraus folgt die Gleichung

B [ADE] k2 2 _
k_[ABC}—[ADE]_l—I# = kE*4+k—1=0.

Als Losung dieser quadratischen Gleichung kommt wegen 0 < & < 1 nur k = %(\/5 —1) ~ 0,618, die
Verhiéltniszahl des goldenen Schnitts, in Frage. Punkt D teilt demzufolge die Seite AB im Verhéltnis

ko s(5-1) VBl (VE-1)@B+VE) L
1—1@*1i%(\/5—1)*3—\/5*(3—\/5)(3%/5)*2(1%/5)'

Aufgeschrieben von Eckard Specht — Quelle: (11)

Losung 021133:

Folgende geordnete Paare von Primzahlen a,b erfiillen die Gleichung a +b = 99 — ¢ fiir ein gegebenes
c>b>a,c>33:
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¢ (99 —c|(a,b) mita+b=99 —¢c (a,b) mit ¢ >b>a Anzahl|
97 2 0 0 0
89| 10 |(3,7),(5,5) (3,7) 1
83| 16 |(3,13),(5,11) (3,13),(5,11) 2
79| 20 |(3,17),(7,13) (3,17),(7,13) 2
73| 26 |(3,23),(7,19),(13,13) (3,23),(7,19) 2
71| 28 | (5,23),(11,17) (5,23),(11,17) 2
67| 32 |(3,29),(13,19) (3,29),(13,19) 2
61| 38 |(7,31),(19,19) (7,31) 1
50| 40 | (3,37),(11,29),(17,23) (3,37),(11,29),(17,23) | 3
53| 46 | (3,43),(5,41),(17,29),(23,23) | (3,43),(5,41),(17,29) | 3
47| 52 | (5.47),(11,41),(23,29) (11,41),(23,29) 2
43| 56 |(3,53),(13,43),(19,37) (19,37) 1
41| 58 | (5,53),(11,47),(17,41),(29,29) | 0 0
37| 62 |(3,59),(19,43) 0 0

Firc<33ista+b =99 —c > 66, d.h. b > 33 > ¢ wegen a < b, also wiirde dann nicht ¢ > b gelten und
eventuelle Tripel (a,b, ¢) konnten umgeordent werden, so dass ¢ > b > a gilt.

Also lasst sich die 99 auf 1 +2+2+2+2+2+1+ 3+ 34+ 241 = 21 verschiedene Weisen als Summe von
drei verschiedenen Primzahlen darstellen.

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber

Losung 021134:
Zuerst beobachtet man folgende Eigenschaft reeller Zahlen:

ViteRmit t < 1,t#0: 3 < 2
Damit kann man zeigen, dass 1 — cos®z > 1 — cos? z gilt, auBer wenn cosz = 0 oder cosz = 1, dann gilt
Gleichheit
Ebenso gilt sin?x > sin®z iiberall dort, wo sinz von 0 und 1 verschieden ist. Unter Verwendung des
trigonometrischen PYTHAGORAS in der Form 1 — cos? z = sin? = folgt 1 — cos® z > sin® 2, was in der Form
sin® & 4+ cos® x < 1 ein direkter Widerspruch zu der Gleichung ist, deren Losungen wir suchen. Also kann
sie nur dort Losungen besitzen, wo die Ungleichung nicht gilt.

Dies ist gerade dort der Fall, wo sowohl sinz als auch cosz einen der Werte 0 oder 1 annehmen, also bei
xo = 0 und x; = 7/2. Tatsichlich erfiillen diese beiden Werte die Gleichung, womit die vollstdndige Losung
(unter Beriicksichtigung der Periodizitéit) aus allen Werten

xog = 2km und xopy1 = g + 2k (ke N)
besteht.
Aufgeschrieben und geldst von Carsten Balleier

Losung 021135:

Sei AB eine der Sehnen, die die beliebige Gerade g aus dem gege-
benen Kreis k herausschneidet und N deren Mittelpunkt. ST und
ST’ seien die beiden Tangentenabschnitte von S an k.

Ferner sei k' ein Kreis mit dem Mittelpunkt M, fiir den AN gerade
ein Tangentenabschnitt ist.
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SM? = MT? + ST? (Satz des Pythagoras in ASTM)
= (MT? — MN?)+ ST? + MN? (,nahrhafte Null* MN? — MN?)
= (AM? — MN?) + ST? + MN? (gleiche Radien MT = AM)
= AN? + ST? + MN? (Satz des Pythagoras in AANM) (1)

Dann gilt aufgrund ST | MT und AN 1 M N:

Nach dem Sekanten-Tangentensatz gilt weiterhin:

2
ST? = SA-SB = <SB+SA> _(SB_SA

2
= SN? — AN? 2
. ) =8 , (2

wobei SB+ SA=2S5N und SB — SA =2AN wegen der Mittelpunktseigenschaft von N gilt.

(2) in (1) eingesetzt ergibt SM? = SN?+ M N2, woraus mit Hilfe der Umkehrung des Satzes des Pythagoras
folgt, dass N auf dem Thaleskreis tiber dem Durchmesser SM liegt.

Aufgeschrieben und gelost von Eckard Specht

Losung 021136:

Ein ebenes allgemeines Fiinfeck ist laut Definition eine geo-
metrische Figur von fiinf paarweise voneinander verschie-
denen Punkten Aj, Ao, Az, Ay, A5 der gleichen Ebene, von
denen keine drei aufeinanderfolgende auf derselben Gera-
den liegen, die zusammen mit den Strecken A; Ay, AsAs,
Az Ay, AsAs, AsAq das Filinfeck bilden.

Zunéchst bestimmen wir unter Beriicksichtigung der Be-
dingungen aus der Aufgabenstellung (Fiinfeck ist nicht un-
bedingt konvex, Eckpunkte des Fiinfecks liegen nicht auf
irgendeiner Seite des Vierecks) die maximale Anzahl der
Schnittpunkte einer Geraden g mit den Seiten des Fuinfeck.

Die Gerade g teile die Ebene ¢ in zwei Halbebenen £; und 5. O.B.d.A. wird angenommen:
Ay €e, Ay gg

Aus der Definition und den Bedingungen der Aufgabenstellung folgt dann:

Aj Ay hat nur dann einen gemeinsamen Schnittpunkt mit g, wenn gilt: As€eq, Ax&g
Ag A3 hat nur dann einen gemeinsamen Schnittpunkt mit g, wenn gilt: Az€eq, As¢g
A3 Ay hat nur dann einen gemeinsamen Schnittpunkt mit g, wenn gilt: Ay€eq, Ayg
A4 A5 hat nur dann einen gemeinsamen Schnittpunkt mit g, wenn gilt: As€eq, As&g

Die Strecke A5A; kann mit der Geraden g keinen Schnittpunkt haben, da A; und As in der gleichen Halb-
ebene €7 liegen.

Damit ist bewiesen, dass eine Gerade und somit auch eine Seite eines Vierecks maximal vier Schnittpunkte
mit den Seiten eines Fiinfeckes haben kann. Hieraus folgt nun wiederum, das die groftmogliche Anzahl der
Schnittpunkte der Seiten beider Vielecke 4 - 4 = 16 sein kann. Es geniigt nun an einem Beispiel zu zeigen,
dass 16 Schnittpunkte unter den Bedingungen der Aufgabenstellung existieren wie im Bild angegeben.

Es seien ABCDE ein konkaves Funfeck und K LM N ein konkaves Viereck.

Bemerkung: Die Seiten eines ebenen n-Eck haben mit einer Geraden g maximal n — 1 gemeinsame Schnitt-
punkte bei ungeradem n und n gemeinsame Schnittpunkte bei geradem n.

Aufgeschrieben und geldost von Manfred Worel
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3. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031111:

a) Um zunéchst die Fliche M = 27RH der iberschaubaren
Kugelkappe zu berechnen, findet man zunéchst mittels des
Satzes des PYTHAGORAS fiir die Sichtweite a den Ausdruck

a=+/(R+h)?—R2=\/2Rh+ 2.

Dies gilt, da das Dreieck AACS rechtwinklig ist, denn die
Sichtgerade kann als Tangente an den Kreis (die Erde) an-
gesehen werden.

Mit E und C als Punkte auf der Grundseite der Kugel-
kappe sowie D als Punkt, an dem der Antennenmast die
Erde beriihrt, sei H die Lénge der Strecke DE. Dann gilt
cosa = ip = # (die Dreiecke AAC'S und AECS sind
dhnlich aufgrund eines gemeinsamen Winkels und des in
beiden Dreiecken vorhandenen rechten Winkels) und damit

auch

a? 2Rh + h?
H= _h=RT
h+ R h h+ R h

Damit erhdlt man als Ergebnis

2Rh + h?
M=27RH =27R|=—"——— —h]).
T T ( h+R )

Fiir das gegebene Beispiel ist also H =~ 351,98m und damit M ~ 1,4088 - 10'%m?2.

b) h ist 100,005682% von H, die Abweichung der Fliche ist also 0,005682%. Sie ist fiir h < R deshalb

; ; _ 2Rh+h? ~ 2Rh _ ;
so gering weil dann H = =577 — h =~ =g* — h = h gilt.

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Sattler

Losung 031112:

a) Zu Beginn enthilt die erste Tasse a Einheiten Milch, und die zweite Tasse a Einheiten Kaffee. Ein
Loffel enthélt = - a Einheiten Fliissigkeit, wobei 0 < < 1 gilt.

Jetzt wird ein Loffel von Tasse 1 nach Tasse 2 gegeben. Dann enthélt die erste Tasse a — - a Einheiten
Milch, und die zweite Tasse a Einheiten Kaffee und x - a Einheiten Milch.
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Jetzt wird ein Loffel von Tasse 2 nach Tasse 1 gegeben. Dieser enthélt x - a Einheiten Fliissigkeit.
Wichtig ist jetzt die Zusammensetzung der Fliissigkeit. In der 2. Tasse gibt es a/(a+z-a) = 1/(1+z)
Anteile Kaffee und z - a/(a + 2 - a) = /(1 + ) Anteile Milch.

Damit enthélt der Loffel (1/(1+ z)) -2 -a =z -a/(1 + x) Einheiten Kaffee und (z/(14+z)) -2 -a =
2? - a/(1 + z) Einheiten Milch. Somit enthélt die erste Tasse jetzt a — x - a + 22 - a/(1 + z) Einheiten
Milch und z - a/(1 + =) Einheiten Kaffee, und die zweite Tasse a — = - a/(1 + x) Einheiten Kaffee und
x-a—12%-a/(1 + z) Einheiten Milch.

Jetzt soll der Kaffee in der ersten Tasse mit der Milch in der zweiten Tasse verglichen werden. In der
zweiten Tasse befinden sich x-a — 2% -a/(1+2) = (z-a+2%2-a—2%-a)/(1+2) =z -a/(1 + 2)
Einheiten Milch. Das ist genauso viel, wie Kaffee in der ersten Tasse.

Es befindet sich also gleichviel Kaffee in der ersten Tasse wie Milch in der zweiten Tasse.

Analog zur ersten Teilaufgabe kann hier das Ergebnis bestimmt werden. Die Tasseninhalte sehen wie
folgt aus:

Anfangszustand:

Tasse 1: ¢ Einheiten Milch
Tasse 2: 2a Einheiten Kaflee

Nach dem 1. Umgieflen:

Tasse 1: a — za Einheiten Milch
Tasse 2: 2a Einheiten Kaffee, xa Einheiten Milch

Nach dem 2. Umgieflen:

Loffel: 2za/(2 + x) Einheiten Kaffee, 22a/(2 + 2) Einheiten Milch
Tasse 1: a — za + z%a/(2 + x) Einheiten Milch, 2za/(2 + ) Einheiten Kaffee
Tasse 2: 2a — 2za/(2+ z) Einheiten Kaffee, za — 2%a/(2 + x) = 2xa/(2 + z) Einheiten Milch

Auch hier befindet sich gleichviel Kaffee in der ersten Tasse wie Milch in der zweiten Tasse.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski

Losung 031113:
Aufgrund der dritten binomischen Formel gilt: p> — 1 = (p — 1)(p + 1).

Von drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen ist stets genau eine durch 3 teilbar. Da p nach den
Voraussetzungen nicht durch 3 teilbar sein kann, gilt entweder 3|(p — 1) oder 3|(p+ 1). Somit ist 3 ein Teiler

von p? — 1.

Desweiteren muss p eine ungerade Zahl sein. p — 1 und p + 1 sind demzufolge zwei aufeinander folgende
gerade Zahlen und damit durch 2 teilbar. Von zwei aufeinander folgenden geraden Zahlen ist aber sogar

genau eine durch 4 teilbar.
Es gilt also ebenfalls: 8|(p® — 1).
Da 3 und 8 teilerfremd sind, folgt aus 3|(p* — 1) und 8|(p? — 1) die Behauptung, dass 24|(p?> — 1). O

Aufgeschrieben und gelost von Manuel Naumann
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Losung 031114:
Nach Additionstheoremen gilt
sin? 3z = (sin  cos 2z + cos z sin 2z)?
= sin? z cos? 2z + cos? x sin? 2z + 2 sin z cos  sin 2z cos 2z
= sin” (1 — sin” 2z) + (1 — sin?

= sin? z + sin? 2z — 2sin? zsin? 22 + sin? 22(1 — 2sin” z).

x) sin? 22 + sin’ 2z cos 2z

Also erfiillen genau die reellen z die Ungleichung sin®z 4 sin? 2z > sin® 3z, die auch die Ungleichung
2sin? rsin? 2z > sin? 2z(1 — 2sin? ) erfiillen. Ist = ein Vielfaches von 5, so wird diese Ungleichung nie
erfiillt, sonst folgt nach Division durch sin? z
02 2 . 1

2sin“x >1—2sin“2z < |sinz| > 3

Da z kein Vielfaches von 7 ist, erfiillen alle
7r ™ T ™
kr— 2k -7) (k Tk 7)7k z,
mE(W2776U 7T+6 7T—|—2 S

die Ungleichung.

Aufgeschrieben und gelost von Steffen Weber

Losung 031115:

Da gsg # gpr ist, gilt auch gsg # gap und gsg # gop. Daher
schneidet ggg die Geraden gap und gep in je einem Punkt L
bzw. K. Wegen G # F gilt K # C und L # B.

Aus den Strahlensétzen folgt dann:
|[KG| |CE| |CH| |CD|
Gz] ~ |EB| @A~ [aB] "™ 1)
|SC| |KC| _ |CD| 2)
ISB|  |LB|  |AB|’

Aus (1) und (2) folgt

A B [KG| _ |KCl, |EG| _|GL]

Gzl ~ LBl " K| T LB

Da auflerdem die Winkel <<C K'G und <G LB rechte sind, sind alle Dreiecke KGC und GLB &hnlich. Daher
gilt: *BGL = 4 KGC.

Da weiter die Winkel < SGE und < EGL rechte sind, folgt < BGE = <EGC. O
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 031116:
Sei a die kleinste der 100 Zahlen, dann ist a + 99 die gréfite der Zahlen. Die Summe der 100 Zahlen betragt

a+(a+1)+...+(a+98)+ (a+99)

=(a+(a+99)+ ((a+1)+ (a+98)) + ...+ ((a +49) + (a + 50))
=(2a+99) + ...+ (2a + 99) = 100a + 4950

50 Summanden

d.h. 100a = 995100 bzw. a = 9951 und a + 99 = 10050. Also ist 9951 die kleinste und 10050 die gréfite
der 100 Zahlen.

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber
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3. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031121:
Fiir jedes ungerade n gibt es eine natiirliche Zahl (Null eingeschlossen) k mit n = 2k + 1.

n3+3n? —n—-3=(n*—-1)(n+3)
=n-1)(n+1)(n+3)
= 2k (2k +2) (2k + 4)
=8-k(k+1)(k+2)

Von den zwei aufeinanderfolgenden Zahlen k und k + 1 ist immer eine gerade und von den drei aufeinan-
derfolgenden Zahlen k, k + 1 und k + 2 ist immer eine durch drei teilbar. Da 2 und 3 teilerfremd sind, ist
E(k + 1)(k 4+ 2) durch 6 teilbar und damit der ganze Ausdruck durch 48.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031122:

Wende das Additionstheorem
a—+p sin a—pf

sina — sin 8 = 2 cos

s

auf a = 5 + %x und 8 = %x an und erhalte:

3 .3 (T 3 . (3
cos-x—sin—z=sin| -+ -x|—sin| -z
2 2 2 2 2

6 6
:2cos7Tt1 xsingzx/icosﬂz z
3 3\ o T+ 6z T+ 62
cos—x —sin-—x | =2cos® — =1+ cos
2 2 4 2
=1-—sin3z

Damit wird die urspriingliche Gleichung zu

1 —sinbx =1 —sin3z

sin bx = sin 3x

ist und die rechte Seite, genau dann wenn

T und % ist , folglich ist die Gleichung

Die linke Seite wird genau dann null, wenn x ein Vielfaches von
x ein Vielfaches von % ist. Das kleinste gemeinsame Vielfache von

genau dann erfiillt, wenn x Vielfaches von 7 ist.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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Losung 031123:

In der Punktmenge gibt es immer zwei Punkte A und B, durch
die eine Gerade g verlduft, so dass alle Punkte der Menge auf /
derselben Seite von g liegen. Das trifft zum Beispiel fiir zwei
benachbarte Punkte auf der konvexen Hiille zu. Diejenige Seite
von g, auf der sich kein Punkt befindet betrachte als aufien. Alle
Kreise, die durch A und B verlaufen, haben ihren Mittelpunkt
auf der Mittelsenkrechten zu der Strecke AB.

Da keine 3 Punkte der Punktmenge auf einer Geraden liegen,
existiert zu jeder dreielementigen Untermenge genau ein Kreis,
der durch alle Punkte der Untermenge verlauft.

Von allen Punkten aufler A und B nenne denjenigen Punkt C|
der den gréfitmoglichen Winkel s BC' A aufweist.

Behauptung: Der Kreis durch A, B und C enthélt keinen weiteren Punkt der Punktmenge.
Beweis: Angenommen, es gidbe noch einen Punkt D in dem Kreis.

Da sich alle Punkte der Menge auf der gleichen Seite der Geraden g befinden, muss sich D im Kreisabschnitt
zwischen der Sehne AB und dem Bogen durch C befinden. Deswegen kann man die Strecke AD tiber D
hinaus verldngern bis sie diesen Bogen im Punkt E schneidet.

Der Winkel < BE A ist so grofl wie < BC A weil beide Peripheriewinkel iiber der gleichen Sehne auf derselben
Seite sind.

Die Dreiecke ABE und ABD haben den Winkel ¥ BAD gemeinsam, aber <ABD ist kleiner als < ABE
und wegen der konstanten Innenwinkelsumme in Dreiecken ist <x BDA grofler als < BC'A.

Das ist aber ein Widerspruch, denn < BC A sollte der grofitmogliche Winkel sein. O
Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann

Losung 031124:

Bezeichne das Dreieck mit ABC und die LotfuBpunkte der Lote von A,
B, C auf die jeweils gegeniiberliegende Seite mit D, E, F.

C
Der Inkreis vom Dreieck AC'F beriihrt den Inkreis von BCF weil CF
Symmetrieachse von ABC' ist.

E D AD ist ebenfalls Symmetrieachse, deswegen ist der Inkreis von ACF
gleichzeitig Inkreis von AE B und der Inkreis von BC'E beriihrt den In-
kreis von AEB. Analog folgt, dass sich die Inkreise von BCE und BCF
beriihren.

A F B . . . . L
Die betrachteten Inkreise sind folglich die in der Aufgabenstellung ge-
suchten.
a) |AB| = a (Aufgabenstellung)
|CF| = ?a (Hohe im gleichseitigen Dreieck)
|AF| = 5

b) Die naheliegendste Konstruktion ist wohl, einen Inkreis zum Beispiel den von ACF zu konstruieren
und dessen Radius zu bestimmen.

1. Bestimme den Inkreismittelpunkt als Schnittpunkt zweier Winkelhalbierender

2. Bestimme den Radius des Kreises als Lot des Mittelpunktes auf eine Dreiecksseite.

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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Losung 031125:

Die Aufgabe ldsst sich formulieren als die Suche nach zwei natiirlichen Zahlen n und k mit n-n = 10 000k +n
oder auch n-(n—1) = 10 000k. Das wiederum entspricht der Suche nach einem ganzen n mit 10000 | n(n—1).

Es gilt 10/5000 = 10* = 2% - 5* = 16 - 625.

Von den zwei aufeinanderfolgenden Zahlen n — 1 und n kann nur eine durch 2 teilbar sein, folglich muss
entweder 24|(n — 1) oder 2%|n gelten. Analog kann von n— 1 und n nur eine Zahl durch 5 teilbar sein, mithin
entweder 5%|(n — 1) oder 5%|n.

Fallunterscheidung:

1. 625|n und 16|n
das bedeutet 10000|n und n > 10000, damit ist n aber nicht mehr vierstellig

2. 625|(n — 1) und 16|(n — 1)
das bedeutet 10000|(n — 1), daraus folgt n = 1 oder n > 10001 und n ist wiederum nicht vierstellig

3. 625|n und 16|(n — 1)
Die durch 625 teilbaren Zahlen lassen sich als 625m mit m € N darstellen.

625m — 1 mod 16
m—1 mod 16

n—1

Mit anderen Worten: Falls n durch 625 teilbar ist, ist n — 1 genau dann durch 16 teilbar, falls m beim
Teilen durch 16 den Rest 1 lasst, also m € {1,17,33,...}. Fir m = 1 ist n = 625 zu klein (4 = 0)
und fiir m > 17 ist n > 17- 625 = 16 - 625 4+ 625 = 10625 zu grof.

4. 625/(n — 1) und 16|n

Setze n = 625m + 1
625m + 1 mod 16
m—+1 mod 16
m — 15 mod 16

Daraus folgt m € {15,31, ...}, wobei sich fiir m = 15 ergibt, dass n = 15-6254+1 = 16-625—625+1 =
10000 — 624 = 9376 und fiir m > 31, dass n > 19376, was nicht vierstellig ist.

Lésung: ATOM = 9376

Aufgeschrieben und gelost von Henning Thielemann
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4. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 041111:
Die Anzahl der Fahrten pro Jahr des LKW L; zum Betrieb B; wird mit x;; bezeichnet (i =1,2;j =1, 2).

Es gilt dann:

211 +4x91 > 600 > 211 + 1 4+ 4(297 — 1) (1)
T12 + 4x92 > 400 > x12 + 1 4 4(222 — 1) (2)
11 + 212 < 300 (3)
21 + 222 < 200 (4)
x;; > 0 und ganzzahlig. (5)
Bezeichnet man die gesamten Transportkosten mit K, dann gilt

K = 101’11 + 20%21 + 30LE12 + 603022. (6)

Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte z;; die Kosten unter Berticksichtigung der Bezichungen (1) bis (5)
moglichst gering werden. Aus (1) folgt:

600 — 421 < 211 < 603 — 491 (7)
und aus (2)
400 — 42y < 715 < 403 — daa. (8)
Wegen (7) und (8) folgt aus (6)
18000 — 20z2; — 60x22 < K < 18120 — 20z2; — 60222

und hieraus wegen (4)

14000 — 40.1322 S K S 18120 — 20.2321 — 60.1322 (9)
Aus (8) folgt
403 — x
Zoz < fw
und daraus wegen (5)
X292 S 100. (10)
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Wegen (9) werden die Transportkosten genau dann moglichst gering, wenn xoo moglichst grofl, wenn also
x99 wegen (10) gleich 100 ist. Aus den Bedingungen der Aufgabe ergibt sich daher x5 = 0. Daher kann K
keinen kleineren Wert als 1000 annehmen. Fiir K = 1000 miiite wegen (6)

10x11 + 201‘21 = 4000,
also
r11 + 2291 = 400 (11)

sein. Aus (1) und (11) folgt dann weiter z9; < 100 und aus (4) wegen x92 = 100: 297 < 100. Daher miifite
291 = 100 und wegen (11) x1; = 200 sein. Daher kann nur in dem Fall

Ly | Lo
Anzahl der jahrlichen Fahrten zu By | 200|100
Anzahl der jahrlichen Fahrten zu By |0 | 100

K = 1000 sein. Wie man leicht nachpriift, ist in diesem Fall auch tatsédchlich K = 1000, womit die Aufgabe
vollstéandig gelost ist.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 041112:
Es gilt

|POM| = |P1M| = |P2M| =..=7r und
|SPLPoM| = |SXMP,Py| = |9 PoPLM| = |[SMPyPy| = ... = a,

da die GroBe des Einfallswinkels gleich der Gréfle des Reflexionswinkels ist, Basiswinkel in jedem gleich-
schenkligen Dreieck kongruent sind und | Py PoM| = o (Scheitelwinkel) ist.

Daher sind die Dreiecke PyM Py, Py M P,, P, M P3 u.s.w. untereinander kongruent, und es gilt fiir die Bégen:
PyPi~P PyPy Py .
und
|[SPoMPy| = |SPIMP;| = |<P,MP3| = ... =7 — 2.
a) Dann ist
| PoPy | = | PoPy |+ | PiPy |+ .+ | PuiyPy |

= (m—2a)r + (7 — 2a)r + ... + (7 — 2a)r

=n(m — 2a)r.
b) Fiir n = 10 gilt in diesem Falle:

| Porl\Dlo | = 10(w — 2a)r = 277, also
2

Q= —T.

5
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¢) Fallt P, mit Py zusammen und ist o = 1—587r, so gilt:

5
n<7r—9ﬂ')r:k27rr (k=1,2,3,...). (1)
(1) ist dquivalent mit
9

= —k. 2
"= 2
Da n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist, wird (2) genau dann erfillt, wenn k = 2k’ mit

k' > 0 und k' ganzzahlig gilt. Daher ist n = 9k’ (k'=1,2,3,...).

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 041113:

Der Inhalt p der gerasterten Fliche ist gleich der Differenz aus dem Inhalt 772 des Kreises k und dem Inhalt
f der in k gelegenen nicht-gerasterten Fliache
p=mnr?—f.

Der Flécheninhalt s der schraffierten Fléiche ist gleich der Differenz aus der Summe der Inhalte der vier
Kreisscheiben k, und f. Da die genannte Summe gleich

2
4 (g) =mr?  ist, ergibt sich
s=mr?—f und damit

5 =p.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 041114:
Wir beweisen zunéchst folgenden Hilfssatz:

Sind a; und b; die vorletzte bzw. die letzte Ziffer der natirlichen Zahl z; im Dezimalsystem, i = 1,2, so
stimmt die vorletzte bzw. die letzte Ziffer von z; - z5 mit der entsprechenden Ziffer von (10a; + b1)(10az + bs)
iiberein.

Beweis:
Auf Grund der Voraussetzungen gibt es zwei natiirliche Zahlen ¢; und ¢y derart, dafl

Zi = IOOCZ + IOai + bi, 1= 1,2,
gilt. Daraus folgt
Z1 %2 = 100[1006102 + (10&1 + b1)62 + (].0(12 + bg)Cl] + (10&1 + bl)(loaz + bg),

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.

Berechnet man die letzten beiden Ziffern der Potenz 3™ fir n = 1,2,3,...20, so erkennt man die letzten
beiden Ziffern von 39 gleich 67 und die von 32° gleich 01 sind.

Wegen 399 = (320)49 . 319 gind dann die letzten beiden Ziffern von 39 gleich 67. Durch Berechnung der
letzten beiden Ziffern von 2™ fiir m = 1,2, 3, ..., 22 erkennt man, da8 die letzten beiden Ziffern von 222 gleich
04 sind. Es gilt:

2999 — (222)45 . 29.
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sind also gleich den letzten beiden Ziffern von

Die letzten beiden Ziffern von (222)%°

445 — 290 — (222)4 . 22.

Die letzten beiden Ziffern von (222)% sind dieselben wie die von 4* = 28, und zwar 56, und die letzten beiden
Ziffern von 29 lauten 12.

Daher sind die letzten beiden Ziffern von 299 gleich den letzten beiden Ziffern des Produktes 56 - 4 - 12. Die
letzten beiden Ziffern dieses Produktes lauten 88, und damit sind die letzten beiden Ziffern von 3999 — 2999
gleich 79.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 041115:

Zu dieser Aufgabe présentieren wir zwei sehr unterschiedliche Losungen, eine mit brachialer Rechengewalt
und eine mit etwas mehr Uberlegung.

Losung 1

Die , geradlinigste* Methode ist, beide Gleichungen zu lésen und nachzusehen, welche Zahlen in beiden
Loésungsmengen vorkommen. Das ist machbar, denn fiir Polynome bis zum Grad 4 gibt es explizite Losungs-
formeln. Allerdings macht das keinen Spaf}, denn die Formel fiir Grad 4 ist erheblich unhandlicher als die
bekannte ,,p — g-Formel“ fiir Grad 2. Es ist auch ziemlich sinnlos, das von Hand auszurechnen, denn jedes
Computeralgebraprogramm sollte das kénnen. Maple z.B. berechnet als Lésungsmengen

{1, T 1 V3 +\/§¢} baw. {1’ ,; %+§Z \/3}

T 1 L,
33 27 2 2T R

(wer sich langweilt, moge das von Hand ausrechnen). Man sieht, dass die Losung der Aufgabenstellung {—%
ist.

Bemerkung: Ob diese Losung als ,vollstdndig® anerkannt wirde, ist fraglich, da die eigentliche Berechnung
nicht von Hand erfolgte, aber im Prinzip ist dieser Losungsweg gangbar.

Lésung 2
Wir definieren Polynome p; () := 3x% 4+ 132% + 2022 + 172 + 7 und po(x) := 32* + 23 — 822 + 11z — 7. Sei
x eine Losung der gegebenen Gleichungen, p;(z) = p2(z) = 0. Dann gilt

0 = p1(x) — pa(x) = 122° + 282 + 6 + 14 =: p3(x)

= 0=dpy(z) — (z — 2)ps(z) = 1822 + 42z =: py(x)
= 0=3ps(z) — 2zps(x) = 18z + 42 =: p5(x)
Umgekehrt folgt wegen py(z) = xps(z) aus ps(z) = 0, dass auch p3(z) = 0 ist (denn p3(z) = % (ps(z) +
2zpy(z))) und ebenso, dass auch p;(x) und ps(z) Null sind. Die gesuchten gemeinsamen Losungen der

Gleichungen sind also genau die Nullstellen von ps, also { —% .

Bemerkung: was gemacht wurde, ist praktisch die Berechnung des groiten gemeinsamen Teilers der beiden
gegebenen Polynome mit dem euklidischen Algorithmus. Dass die gemeinsamen Nullstellen genau die Null-
stellen des ggT sind, liegt daran, dass Polynome in einer Variablen iiber C vollstdndig in Linearfaktoren
zerlegbar sind. Bei mehr als einer Variablen funktioniert das nicht.

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Miller
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Losung 041116:
Mit den Abkiirzungen a = 1620, b = 124/17457 ist 2 = /a + b+ /a — b, also

[N

P =a+b+3(a+b)3(a—1b)5+3(a+b)3(a—b)
1
:2a+3((a+b)(a—b))3((a+b)§+(a—b)§)
=204+ 3Va2—0b2-z = 3240+ 3110592 - z = 3240 + 144z

+a—>

(wegen 110592 = 212.33 = (24.3)3 braucht man fiir v/110592 keinen evtl. ungenauen Taschenrechner (und

muss auch keinen Rechenstab aus dem Museum klauen)).
Demnach ist z eine reelle Nullstelle des Polynoms
pi=a3 — 1442 — 3240 = (x — 18)(z* + 18z + 180)
= (z—18)(z+ 9+ V-99)(z + 9 — vV/—-99).
Da 18 die einzige reelle Nullstelle von p ist, muss z gleich 18 sein.

Aufgeschrieben und geldst von Rainer Miller
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